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Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé � âîò èñòèííàÿëîãèêà ýòîãî ìèðà. Äæ.Ê. Ìàêñâåëë�ëàâà IÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÈ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÑÎÁÛÒÈÉ
§ 1.1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿÒåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èçó÷àåò çàêîíîìåðíîñòè ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. Åñ-ëè ïðè îñóùåñòâëåíèè îïðåäåëåííîãî êîìïëåêñà óñëîâèé ìîæåò ïðîèçîé-òè èëè íå ïðîèçîéòè íåêîòîðîå ñîáûòèå A, òî A íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûìñîáûòèåì, à êàæäîå îñóùåñòâëåíèå óêàçàííîãî êîìïëåêñà óñëîâèé íàçû-âàåòñÿ èñïûòàíèåì. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îäíèì òåðìèíîìèñïûòàíèå äëÿ òàêèõ ïîíÿòèé, êàê îïûò (ýêñïåðèìåíò), íàáëþäåíèå, èç-ìåðåíèå è ò.ï. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî èñïûòàíèå ìîæíî ïîâòîðÿòü âïðèíöèïå íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç.* Èñïûòàíèå � ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû. Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå � âûïàäå-íèå ãåðáà (îðëà).* Èñïûòàíèå � ïðîèçâîäñòâî âûñòðåëà ïî ìèøåíè. Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå� ïðîìàõ.* Èñïûòàíèå � âçâåøèâàíèå íà àíàëèòè÷åñêèõ âåñàõ ýòàëîíà â 10 ã.Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå � îøèáêà ïðè âçâåøèâàíèè ïðåâîñõîäèò 0.05 ìã.* Èñïûòàíèå � áðîñàíèå èãðàëüíîé êîñòè (êóáèêà, èçãîòîâëåííîãî èçîäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà, ãðàíè êîòîðîãî ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1äî 6). Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå � âûïàäåíèå ÷èñëà 6 íà âåðõíåé ãðàíè êîñòè(øåñòè î÷êîâ).* Èñïûòàíèå � àâòîìàòè÷åñêîå ïåðåìåøèâàíèå øàðîâ â ëîòîòðîíå èèçâëå÷åíèå îäíîãî øàðà. Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå � âûïàâøèé øàð èìååò íî-ìåð 36.* Èñïûòàíèå � âðàùåíèå áàðàáàíà (ðóëåòêè) â èãðå "Ïîëå ÷óäåñ".Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå � âûïàäåíèå ñåêòîðà "ïðèç".3



Äîñòîâåðíûì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò ïðè êàæäîìèñïûòàíèè. Íåâîçìîæíûì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå íå ìîæåò ïðî-èçîéòè íè â îäíîì èñïûòàíèè.* Ïðè îäíîêðàòíîì áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè âûïàäåíèå ïîëîæèòåëü-íîãî ÷èñëà î÷êîâ � äîñòîâåðíîå ñîáûòèå, âûïàäåíèå 7 î÷êîâ � íåâîçìîæ-íîå ñîáûòèå.Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëè èõ îä-íîâðåìåííîå ïîÿâëåíèå â îäíîì èñïûòàíèè íåâîçìîæíî.* Ïóñòü A � âûïàäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ, B � âûïàäåíèå 5 î÷êîâïðè îäíîêðàòíîì áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè. Òîãäà A è B � íåñîâìåñòíûåñîáûòèÿ.Ïóñòü A � ñëó÷àéíîå ñîáûòèå. Ñèìâîëîì A îáîçíà÷àþò ïðîòèâîïî-ëîæíîå A ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî â äàííîì èñïûòàíèè A íå ïðîèñ-õîäèò. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáûå äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèÿÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòíûìè. Â ÷àñòíîñòè, äîñòîâåðíîå è íåâîçìîæíîå ñî-áûòèÿ ïðîòèâîïîëîæíû.* Ïóñòü A � âûïàäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ, B � âûïàäåíèå íå÷åòíîãî÷èñëà î÷êîâ ïðè îäíîêðàòíîì áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè. Òîãäà A è B �ïðîòèâîïîëîæíûå ñîáûòèÿ.Â ñëó÷àå, êîãäà ñîáûòèÿ A è B òîæäåñòâåííû (òî åñòü A ïðîèñõîäèò,åñëè è òîëüêî åñëè ïðîèñõîäèò B), óñëîâèìñÿ èñïîëüçîâàòü çàïèñü A =

B. Íàïðèìåð, A = A, ãäå A � ñîáûòèå, ïðîòèâîïîëîæíîå A.
§ 1.2. Ñòàòèñòè÷åñêîå, êëàññè÷åñêîå è ãåîìåòðè÷åñêîåîïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòèÂ ýòîì ïóíêòå äâóìÿ ñïîñîáàìè ââîäèòñÿ ÷èñëîâàÿ ìåðà âîçìîæíî-ñòè ïîÿâëåíèÿ òîãî èëè èíîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ � åãî âåðîÿòíîñòü.Òåì ñàìûì ñòðîÿòñÿ ïðîñòåéøèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èññëåäîâàíèÿçàêîíîìåðíîñòåé ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. Ïóñòü A � íåêîòîðîå ñëó÷àéíîåñîáûòèå. Åñëè â ñåðèè èç n èñïûòàíèé ñîáûòèå A ïðîèçîøëî â k èñ-ïûòàíèÿõ, òî äðîáü k/n íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ñîáûòèÿ

A â äàííîé ñåðèè èñïûòàíèé. Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü åå ñèìâîëîì ν(A).Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A â òîé æå ñåðèè èñïûòà-íèé, î÷åâèäíî, ðàâíà (n − k)/n. Åñëè îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ν(A) ïðèáîëüøèõ n ñëàáî çàâèñèò îò n è êîëåáëåòñÿ îêîëî íåêîòîðîé êîíñòàíòû
p(A), 0 6 p(A) 6 1, òî âåëè÷èíà p(A) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ñëó-÷àéíîãî ñîáûòèÿ A. Ýòî � òàê íàçûâàåìîå ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèåâåðîÿòíîñòè. 4



* Ñòàíîê, øòàìïóþùèé äåòàëè, äàåò â ñðåäíåì 1.5 ïðîöåíòà áðàêà.Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âçÿòàÿ íàóãàä äåòàëü îêàæåòñÿ áðàêîâàííîé,ðàâíà 0.015.* Äåìîãðà�è÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà óòâåðæäàåò, ÷òî ñðåäè êàæäûõ ñòà íî-âîðîæäåííûõ â ñðåäíåì èìååòñÿ 51 ìàëü÷èê è 49 äåâî÷åê. Ñòàëî áûòü,âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ðàâíà 0.51, à âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ äå-âî÷êè � 0.49.Âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 1, âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíî-ãî ñîáûòèÿ ðàâíà 0. Â ëþáîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ çà-êëþ÷åíà ìåæäó íóëåì è åäèíèöåé. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî p(A) = 1−p(A),ïîñêîëüêó ïîäîáíûì æå îáðàçîì ñâÿçàíû îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ν(A)è ν(A).Íåðåäêî áóäåò âñòðå÷àòüñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëüíàÿ ñèòóàöèÿ. Èñïû-òàíèå èìååò ðîâíî N ïîïàðíî íåñîâìåñòèìûõ èñõîäîâ H1, H2, · · · , HN(êàæäûé èñõîä � íåêîòîðîå ñëó÷àéíîå ñîáûòèå), ïðè÷åì âñå ýòè èñõîäûðàâíîâåðîÿòíû, òî åñòü âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èñõîäà ðàâíà 1/N . Åñëèñëó÷àéíîå ñîáûòèå A íàñòóïàåò â êàæäîì èç K ïåðå÷èñëåííûõ èñõîäîâè íå íàñòóïàåò â êàæäîì èç îñòàëüíûõ N − K èñõîäîâ, òî âåðîÿòíîñòüñîáûòèÿ A âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå p(A) = K/N . Ýòî � òàê íàçûâàåìîåêëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.* Â çàêðûòîé óðíå (ëîòîòðîíå) èìååòñÿ N îäèíàêîâûõ íà îùóïü øà-ðîâ, ïîìå÷åííûõ íîìåðàìè îò 1 äî N , ïðè÷åì K øàðîâ áåëûå, îñòàëüíûå� ÷åðíûå. Èñïûòàíèå ñîñòîèò â òùàòåëüíîì ïåðåìåøèâàíèè øàðîâ, èç-âëå÷åíèè èç óðíû íàóäà÷ó îäíîãî øàðà è �èêñèðîâàíèè íîìåðà øàðà.Ýòî èñïûòàíèå èìååò ðîâíî N ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ è ðàâíîâåðîÿòíûõèñõîäîâ Hk, k = 1, · · · , N, (Hk � ïîÿâëåíèå øàðà ñ íîìåðîì k). Âåðîÿò-íîñòü ïîÿâëåíèÿ áåëîãî øàðà ïðè îäíîì èñïûòàíèè ðàâíà K/N , òàê êàêýòîìó ñîáûòèþ "áëàãîïðèÿòñòâóþò K ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé".* Áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü. Ýòî èñïûòàíèå èìååò 6 ïîïàðíî íåñîâ-ìåñòíûõ èñõîäîâ Hk � âûïàäåíèå k î÷êîâ íà âåðõíåé ãðàíè, k = 1, 2,
· · · , 6. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A � âûïàäåíèÿ íå ìåíåå 5 î÷êîâ � ðàâ-íà 1/3, ïîñêîëüêó åãî íàñòóïëåíèþ áëàãîïðèÿòñòâóþò äâà ýëåìåíòàðíûõèñõîäà H5 è H6 èç øåñòè âîçìîæíûõ.Ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé çàäà÷è î âñòðå÷å ïîçíàêîìèìñÿ åùå ñ òàê íà-çûâàåìûì ãåîìåòðè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè.* Äâà ëèöà óñëîâèëèñü âñòðåòèòüñÿ â îïðåäåëåííîì ìåñòå â èíòåðâà-ëå ìåæäó äåâÿòüþ è äåñÿòüþ ÷àñàìè. Âðåìÿ ïðèáûòèÿ íà ìåñòî âñòðå÷èêàæäîãî èç íèõ ñëó÷àéíî è ìîæåò áûòü ëþáûì ìîìåíòîì èç óñëîâëåí-5



íîãî èíòåðâàëà îò 9 äî 10 ÷. Êàæäûé æäåò 20 ìèí. è ïîêèäàåò ìåñòîâñòðå÷è. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è?Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè x o y ðàññìîòðèì êâàäðàò Q, ïðîåêöèÿ-ìè êîòîðîãî íà îñè àáñöèññ è îðäèíàò áóäóò îòðåçêè [0,1℄. Íà îòðåçêåîñè àáñöèññ áóäåì îòìå÷àòü ñëó÷àéíûå ìîìåíòû ïðèõîäà è óõîäà ïåð-âîãî ëèöà, íà òàêîì æå îòðåçêå îñè îðäèíàò � âðåìåíà ïðèõîäà è óõîäàâòîðîãî ëèöà. Íà÷àëî îòñ÷åòà ýòèõ ìîìåíòîâ � ñ 9 ÷. Âñòðå÷à ñîñòîèò-ñÿ, åñëè ðàçíîñòü ìåæäó âðåìåíåì x ïðèõîäà ïåðâîãî ëèöà è âðåìåíåì
y ïðèõîäà âòîðîãî ëèöà îêàæåòñÿ íå áîëåå 1/3 ÷., òî åñòü |x − y| 6 1/3.Ìíîæåñòâî òî÷åê êâàäðàòà Q, êîîðäèíàòû x , y êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþòýòîìó íåðàâåíñòâó, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øåñòèóãîëüíèê P , ÿâëÿþùèéñÿïåðåñå÷åíèåì Q ñ ïîëîñîé, ëåæàùåé ìåæäó ïðÿìûìè x − y = 1/3 è
x − y = −1/3. Î÷åâèäíî, ÷òî ïëîùàäü P ðàâíà ðàçíîñòè ìåæäó ïëîùà-äüþ Q è ñóììîé ïëîùàäåé äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ êàòåòà-ìè 2/3, äîïîëíÿþùèìè P äî êâàäðàòà Q. Çíà÷èò, P = 1 − (2/3)2 = 5/9.Ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü âñòðå÷èðàâíà îòíîøåíèþ ïëîùàäè �èãóðû P , îáðàçóåìîé òî÷êàìè, "áëàãîïðè-ÿòñòâóþùèìè" âñòðå÷å, ê ïëîùàäè êâàäðàòà Q, ñèìâîëèçèðóþùåãî âñåïàðû ìîìåíòîâ âîçìîæíîãî ïðèõîäà ëèö ê ìåñòó âñòðå÷è. Èòàê, âåðîÿò-íîñòü âñòðå÷è ðàâíà 5/9.

§ 1.3. Ôîðìóëû ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåéÎáúåäèíåíèåì èëè ñóììîé ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñî-ñòîÿùåå â îñóùåñòâëåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ ñîáûòèé. Ñóììà ñî-áûòèé A è B îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì A + B. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿñóììà íåñêîëüêèõ ñîáûòèé. Ñèìâîë ∑n
k=1 Hk îáîçíà÷àåò ñóììó ñîáûòèé

H1, H2, · · · , Hn.* Áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü. Êàê è ðàíåå, ïóñòü H1, H2, · · · , Hn �ñîáûòèÿ, îçíà÷àþùèå âûïàäåíèå 1, 2, · · · , 6 î÷êîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäàñîáûòèå A, ñîñòîÿùåå â âûïàäåíèè ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ, ðàâíî ñóììå
H2 + H4 + H6. Ñîáûòèå B = H3 + H6 ñîñòîèò â âûïàäåíèè ÷èñëà î÷êîâ,êðàòíîãî 3.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ ñîáûòèé A, B, C âåðíû ðàâåíñòâà:
A + A = A, A + B = B + A, (A + B) + C = A + (B + C) = A + B + C.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíû. Ïóñòü â ñåðèè èç n èñïû-òàíèé ñîáûòèå A íàñòóïèëî k1 ðàç, ñîáûòèå B íàñòóïèëî k2 ðàç. Òîãäàâ ñèëó íåñîâìåñòíîñòè A è B ñîáûòèå A + B â ýòîé ñåðèè èñïûòàíèé6



ïðîèçîéäåò k1 + k2 ðàç. Îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ν(A + B), ν(A) è ν(B)ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
k1 + k2

n
=

k1

n
+

k2

n
.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåéäâóõ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé:

P (A + B) = P (A) + P (B). (1)Ôîðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíîíåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A1, A2, · · · , An èìååò âèä
P (A1 + A2 + · · · + An) = P (A1) + P (A2) + · · · + P (An). (2)* Ïóñòü â óðíå èìååòñÿ N øàðîâ, ñðåäè íèõ k1 áåëûõ, k2 ÷åðíûõ, îñòàëü-íûå ñèíèå. Ïóñòü A � ïîÿâëåíèå áåëîãî øàðà, B � ïîÿâëåíèå ÷åðíîãîøàðà, C � ïîÿâëåíèå ñèíåãî øàðà ïðè èçâëå÷åíèè èç óðíû ïîñëå ïå-ðåìåøèâàíèÿ. Ýòè ñîáûòèÿ ïîïàðíî íåñîâìåñòíû. Ñîáûòèå C � ïîÿâ-ëåíèå áåëîãî ëèáî ÷åðíîãî øàðà î÷åâèäíî ðàâíî A + B. Ñòàëî áûòü,

p(C) = P (A) + P (B) = (k1 + k2)/n.Åñëè ñîáûòèÿ A è B ñîâìåñòíû, òî �îðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåéâ âûïèñàííîé �îðìå íå âåðíà.* Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ñ èãðàëüíîé êîñòüþ èìååì P (A) = 1/2,
p(B) = 1/3, P (A+B) = 2/3, P (A)+P (B) = 5/6, çíà÷èò, P (A)+P (B) 6=
P (A + B). Çäåñü A è B � ñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ.

§ 1.4. Ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé.Òåîðåìà î âåðîÿòíîñòè ñóììû ñîâìåñòíûõ ñîáûòèéÏðîèçâåäåíèåì èëè ñîâìåùåíèåì ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå
AB, ñîñòîÿùåå â íàñòóïëåíèè îáîèõ ñîáûòèé A è B â îäíîì èñïûòàíèè.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ÷èñëà ñîáûòèé.* Áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü. A � âûïàäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ, B� âûïàäåíèå ÷èñëà î÷êîâ, êðàòíîãî 3. Òîãäà AB � âûïàäåíèå 6 î÷êîâ.Ïóñòü A è B � êàêèå-ëèáî ñîáûòèÿ. Åñëè ñîáûòèå A ïðîèçîøëî âäàííîì èñïûòàíèè, òî îäíîâðåìåííî ñ íèì íàñòóïèò ñîáûòèå B èëè B.Ñèìâîëè÷åñêè A = A(B + B) = A B + A B. Àíàëîãè÷íî B = B A + B A.Ñîáûòèå A + B ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê A B + A B + B A, òàê êàê A B +
A B = A B. Ó÷èòûâàÿ ïîïàðíóþ íåñîâìåñòíîñòü ñîáûòèé A B, A B, A Bè ïîëüçóÿñü �îðìóëîé ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé òàêèõ ñîáûòèé, ïîëó÷èì

P (A + B) = P (A B + A B + B A) = P (A B) + P (A B) + P (B A).7



Ñòàëî áûòü, �îðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ äâóõ ñîáûòèé èìååòâèä
P (A + B) = P (A) + P (B) − P (A B). (3)Â ñëó÷àå, êîãäà ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíû (íå ìîãóò ïðîèçîéòè â îäíîìèñïûòàíèè), P (A B) = 0 è ïîëó÷àåòñÿ óæå èçâåñòíàÿ íàì �îðìóëà (1)èç § 3.* Â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå ñ èãðàëüíîé êîñòüþ èìååì
P (A + B) = 1/2 + 1/3 − 1/6 = 2/3.Äëÿ ñóììû áîëüøåãî ÷èñëà ñîáûòèé îáùàÿ �îðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿò-íîñòåé èìååò áîëåå ñëîæíûé âèä. Íàïðèìåð, äëÿ òðåõ ñîáûòèé:

P (A + B + C) = P (A) + P (B) + P (C)−

−P (A B) − P (B C) − P (A C) + P (A B C).

§1.5. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè.Ôîðìóëà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåéÏóñòü A, B � äâà ñîáûòèÿ. Íàñòóïëåíèå â äàííîì èñïûòàíèè ñîáû-òèÿ A ìîæåò ïîâëèÿòü íà âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ â òîì æå èñïûòàíèèñîáûòèÿ B.* Áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü. A � âûïàäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ, B �âûïàäåíèå ÷åòûðåõ î÷êîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî P (B) = 1/6. Íî åñëè îêàçàëîñü,÷òî â èñïûòàíèè ïðîèçîøëî ñîáûòèå A, òî âåðîÿòíîñòü B ñòàíåò ðàâíîé1/3. Åñëè æå â èñïûòàíèè ïðîèçîøëî ñîáûòèå Ā, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
B ñòàíåò ðàâíîé íóëþ.Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B ïðè óñëîâèè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A íàçûâà-åòñÿ åãî óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì P (B/A). Âïðåäûäóùåì ïðèìåðå P (B/A) = 1/3, P (B/Ā) = 0.×òîáû ïîëó÷èòü �îðìóëó äëÿ âåðîÿòíîñòè P (A B) ïðîèçâåäåíèÿ äâóõñîáûòèé, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.* Â óðíå N øàðîâ: M áåëûõ, îñòàëüíûå ÷åðíûå. Íåêîòîðûå øàðûèìåþò òðåùèíû, òàêèõ øàðîâ K, èç íèõ L áåëûõ. Èç óðíû èçâëåêàåò-ñÿ íàóäà÷ó îäèí øàð. Ïóñòü A � ïîÿâëåíèå áåëîãî øàðà, B � ïîÿâëåíèåøàðà ñ òðåùèíîé. Òîãäà P (A) = M/N, P (B) = K/N, P (A B) = L/N .8



Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâëå÷åííûé øàð îêàçàëñÿ áåëûì è âû÷èñëèì âåðî-ÿòíîñòü P (B/A) òîãî, ÷òî îí èìååò òðåùèíû. Òàê êàê âñåãî áåëûõ øàðîâ
M , à òðåùèíû èìåþò L èç íèõ, òî

P (B/A) = L/M.Òàê êàê
L/N = M/N L/M, L/N = K/N L/K,òî ïîëó÷èì

P (A B) = P (A) P (B/A) èëè P (A B) = P (B) P (A/B). (4)Ôîðìóëû óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (4) ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ äâóõñîáûòèé A è B, õîòÿ çäåñü îíè áûëè ïîëó÷åíû íà ïðèìåðå.Äëÿ òðåõ ñîáûòèé �îðìóëà óìíîæåíèÿ èìååò âèä
P (A B C) = P (A) P (B/A) P (C/A B). (5)Åå ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ñîáûòèå A B ÷åðåç

D. Âû÷èñëåíèÿ äàþò: P (A B C) = P (D C) = P (D) P (C/D) = P (A B)·
·P (C/A B). Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå âìåñòî P (A B) ïðàâóþ÷àñòü ïåðâîé �îðìóëû (4), ïîëó÷èì �îðìóëó (5).Îáîáùåíèå �îðìóëû óìíîæåíèÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáûòèé èìååòâèä

P (A1 A2 · · ·An) = P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1 A2) · · ·P (An/A1 · · ·An−1).* Èìååòñÿ 10 îäíîòèïíûõ äåòàëåé, ñðåäè íèõ 2 äå�åêòíûå. Ïîñëåäîâà-òåëüíî íàóäà÷ó è áåç âîçâðàùåíèÿ áåðóòñÿ 4 äåòàëè. Íàéòè âåðîÿòíîñòüòîãî, ÷òî âñå 4 äåòàëè íå èìåþò äå�åêòîâ.Ïóñòü Ak � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî âçÿòàÿ ïðè k�ì âûáîðåäåòàëü îêàæåòñÿ áåçäå�åêòíîé. �àññìàòðèâàÿ âûáîð ÷åòûðåõ äåòàëåéïîäðÿä êàê îäíî èñïûòàíèå, çàïèøåì èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå êàê
A1 A2 A3 A4. Ïðèìåíèì �îðìóëó óìíîæåíèÿ

P (A1 A2 A3 A4) = P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1 A2) P (A4/A1 A2 A3).Âû÷èñëåíèÿ äàþò:
P (A1) = 8/10, P (A2/A1) = 7/9, P (A3/A1 A2) = 6/8,

P (A4/A1 A2 A3) = 5/7.9



Ñòàëî áûòü,
P (A1 A2 A3 A4) = (8/10) · (7/9) · (6/8) · (5/7) = 1/3.* Ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü èíà÷å. Ñïîñîáîâ âûáîðà ÷åòûðåõäåòàëåé èç äåñÿòè èìååòñÿ âñåãî C4

10 (÷èñëî ñî÷åòàíèé èç 10 ïî 4). Èç íèõèìååòñÿ C4
8 ñïîñîáîâ âûáîðà ÷åòûðåõ áåçäå�åêòíûõ äåòàëåé. Ïîñêîëüêóâñå âûáîðû ðàâíîâåðîÿòíû, òî ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ èñ-êîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P (A1 A2 A3 A4) =
C4

8

C4
10

=
8 · 7 · 6 · 5

4!
:
10 · 9 · 8 · 7

4!
= 1/3.

§ 1.6. Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿÈç �îðìóë (4) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à íàõîäèì
P (A)P (B/A) = P (B)P (A/B).�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà P (B/A) = P (B). Ïðè P (B) 6= 0 ïîëó÷èì

P (A/B) = P (A). Ýòî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñî-áûòèÿ B íå çàâèñèò îò íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A, à âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ Aíå çàâèñèò îò íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ B. Äëÿ òàêèõ ñîáûòèé A, B �îðìóëû(4) ïðèíèìàþò âèä
P (A B) = P (A)P (B). (6)Ñîáûòèÿ A, B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà�îðìóëà (6).Åñëè âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç ñîáûòèé A1, A2, · · · , An íå çàâèñèò îòðåàëèçàöèè ëþáîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ ñîáûòèé, òî �îðìóëà óìíîæå-íèÿ äëÿ ëþáûõ èç ýòèõ ñîáûòèé ïðèíèìàåò âèä

P (Ai Aj · · ·As) = P (Ai)P (Aj) · · ·P (As). (7)Ñîáûòèÿ A1, A2, · · · , An íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ñïðàâåäëèâûâñå �îðìóëû âèäà (7) äëÿ ïðîèçâåäåíèé ëþáîé âûáîðêè èç ýòèõ n ñîáû-òèé.* Áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü. Ïóñòü A � âûïàäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà î÷-êîâ, B � âûïàäåíèÿ ÷èñëà î÷êîâ, äåëÿùåãîñÿ íà 3. Òîãäà A B � âûïàäåíèåøåñòåðêè. Âû÷èñëåíèÿ äàþò:
P (A) = 1/2, P (B) = 1/3, P (A B) = 1/6 = P (A)P (B).10



Ñòàëî áûòü, â ñîãëàñèè ñ îïðåäåëåíèåì, ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû.* Äâà ñòðåëêà ïðîèçâîäÿò ïî îäíîìó âûñòðåëó ïî ìèøåíè. Ïîðàæåíèåìèøåíè ñ îäíîãî âûñòðåëà ïåðâûì ñòðåëêîì (ñîáûòèå H1) èìååò âåðîÿò-íîñòü 0.9 è ñîîòâåòñòâåííî âòîðûì ñòðåëêîì (ñîáûòèå H2) � 0.8. Ñ÷èòàåì,÷òî ñòðåëêè íèêàê íå âëèÿþò äðóã íà äðóãà è êà÷åñòâî ñòðåëüáû îäíîãîíå çàâèñèò îò êà÷åñòâà ñòðåëüáû äðóãîãî. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îçíà÷àåòíåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé H1 è H2. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà ñòðåëêà ïîðà-çÿò ìèøåíü ñ ïåðâîãî ðàçà, ðàâíà P (H1 H2) = P (H1)P (H2) = 0.9 · 0.8 =
0.72.Åñëè îäíî èç ñîáûòèé A, B íåâîçìîæíî ëèáî äîñòîâåðíî, òî A è B �íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ è â ýòèõ óñëîâèÿõ �îðìóëà (7) ñïðàâåäëèâà.Åñëè ñîáûòèÿ A, B íåçàâèñèìû, òî íåçàâèñèìûìè áóäóò òàêæå ïàðûñîáûòèé A, B̄, Ā, B, Ā, B̄. Ïîêàæåì, íàïðèìåð, íåçàâèñèìîñòü ñîáû-òèé A, B̄. Èìååì A = A B + A B̄, ïîýòîìó

P (A) = P (A B) + P (A B̄) = P (A)P (B) + P (A B̄),ñëåäîâàòåëüíî,
P (A B̄) = P (A)(1 − P (B)) = P (A)P (B̄).Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïàðû ñîáûòèé A, B̄ èìååò ìåñòî�îðìóëà (7), ÷òî îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü ýòèõ ñîáûòèé. �åêîìåíäóåòñÿàíàëîãè÷íûì ïóòåì ïðîâåðèòü íåçàâèñèìîñòü ïàð ñîáûòèé Ā, B è Ā, B̄.* Ïðîäîëæèì àíàëèç ïðèìåðà ñ äâóìÿ ñòðåëêàìè. Âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî ó îáîèõ ïåðâûå âûñòðåëû äàäóò ïðîìàõè, ðàâíà

P (H̄1 H̄2) = P (H̄1)P (H̄2) = 0.1 · 0.2 = 0.02.Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îäèí èç ñòðåëêîâ ïðîìàõíåòñÿ (íåâàæíî êàêîé), àäðóãîé ïîðàçèò öåëü, ðàâíà
P (H1 H̄2 + H̄1 H2) = P (H1 H̄2) + P (H̄1 H2) =

P (H1)P (H̄2) + P (H̄1)P (H2) = 0.9 · 0.2 + 0.1 · 0.8 = 0.26.Ñîáûòèÿ A + B è Ā B̄ ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè, ïîýòîìó
P (A + B) = 1 − P (Ā B̄).Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî �îðìóëà ïðèìåò âèä

P (A + B) = 1 − P (Ā) P (B̄).11



Ýòà �îðìóëà ïî èíäóêöèè îáîáùàåòñÿ íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî íåçàâè-ñèìûõ ñîáûòèé A1, A2, · · · , An:
P (A1 + A2 + · · · + An) = 1 − P (Ā1)P (Ā2) · · ·P (Ān). (8)* Âåðíåìñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó ïðèìåðó. Âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ ìè-øåíè õîòÿ áû îäíèì ñòðåëêîì ðàâíà
P (H1 + H2) = 1 − P (H̄1)P (H̄2) = 1 − 0.1 · 0.2 = 0.98.Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí ñòðåëîê ïðîìàõíåòñÿ, ðàâíà
P (H̄1 + H̄2) = 1 − P (H1)P (H2) = 1 − 0.9 · 0.8 = 0.28.

§ 1.7. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Ôîðìóëû ÁàéåñàÑîáûòèÿ H1, H2, · · · , Hn îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáûòèé, åñëèîíè ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, à èõ ñóììà åñòü äîñòîâåðíîå ñîáûòèå, òî åñòüïðè êàæäîì èñïûòàíèè ïðîèñõîäèò õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ñîáûòèé. Äâàñîáûòèÿ îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè âçà-èìíî ïðîòèâîïîëîæíû.* �àññìîòðèì èñïûòàíèå � áðîñàíèå èãðàëüíîé êîñòè. Âîçìîæíûå èñ-õîäû èñïûòàíèÿ � âûïàäåíèå îäíîãî, äâóõ · · · øåñòè î÷êîâ � îáîçíà÷èìñèìâîëàìè H1,H2, · · · , H6 ñîîòâåòñòâåííî. Cèñòåìà ñîáûòèé H1, H2, · · · ,
H6 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Çäåñü ìîæíî âûäåëèòü è äðóãèå ïîëíûå ñèñòåìûñîáûòèé, íàïðèìåð, H1 + H2, H3 + H4, H5 + H6.Ïóñòü A � íåêîòîðîå ñîáûòèå, à H1, H2, · · · , Hn � ïîëíàÿ ñèñòåìà ñî-áûòèé. Òîãäà

A = A H1 + A H2 + · · · + A Hn,òàê êàê âìåñòå ñ A äîëæíî ïðîèçîéòè îäíî èç ñîáûòèé H1, H2, · · · , Hn.Ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû � íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ, ïîýòîìóïðèìåíåíèå ïðàâèë ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðèâîäèò ê ñëå-äóþùåé �îðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:
P (A) =

n
∑

i=1

P (Hi)P (A/Hi). (9)* Îäíîòèïíûå äåòàëè øòàìïóþòñÿ íà òðåõ ñòàíêàõ è ñêëàäûâàþòñÿ âîäíó êó÷ó. Ïåðâûé ñòàíîê äàåò 40 % âñåé ïðîäóêöèè, âòîðîé � 35 %,òðåòèé � 25 %. Íà ïåðâîì ñòàíêå áðàê ñîñòàâëÿåò 8 %, íà âòîðîì � 4 %,12



íà òðåòüåì � 10 %. Èç êó÷è íàóäà÷ó èçâëåêàåòñÿ îäíà äåòàëü. Íàéäåìâåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà ãîäíàÿ.Ñèìâîëàìè H1, H2, H3 îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùèåâ òîì, ÷òî äåòàëü èçãîòîâëåíà ïåðâûì, âòîðûì è òðåòüèì ñòàíêîì. Èìå-åì ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáûòèé. Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè,ïîëó÷èì
P (A) = P (H1)P (A/H1) + P (H2)P (A/H2) + P (H3)P (A/H3) =

= 0.4 · 0.92 + 0.35 · 0.96 + 0.25 · 0.9 = 0.929.Ïóñòü A � ñëó÷àéíîå ñîáûòèå ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ âåðîÿòíîñòüþ è H1, H2,
· · · , Hn � ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáûòèé. Èç �îðìóëû óìíîæåíèÿ âûòåêàþòðàâåíñòâà

P (Hk)P (A/Hk) = P (A)P (Hk/A), k = 1, · · · , n.Ñëåäîâàòåëüíî,
P (Hk/A) =

P (Hk)P (A/Hk)

P (A)
, k = 1, · · · , n.Ñ ó÷åòîì �îðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïðèõîäèì ê �îðìóëàì Áàéåñà

P (Hk/A) =
P (Hk)P (A/Hk)

∑n
i=1 P (Hi)P (A/Hi)

, k = 1, · · · , n. (10)�èïîòåçàìè (Hypothese) ïðèíÿòî íàçûâàòü ñîáûòèÿ Hk èç ïîëíîé ñèñòå-ìû, à èõ âåðîÿòíîñòè P (Hk), âû÷èñëåííûå äî èñïûòàíèÿ, ïîâëåêøåãî íà-ñòóïëåíèå ñîáûòèÿ A, � àïðèîðíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ãèïîòåç. Ñòîÿùèåâ ëåâûõ ÷àñòÿõ �îðìóë (10 ) âåëè÷èíû íàçûâàþò òîãäà âåðîÿòíîñòÿìèãèïîòåç ïîñëå èñïûòàíèÿ èëè àïîñòåðèîðíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ãèïî-òåç. Òåðìèíû ïðîèñõîäÿò îò ëàòèíñêèõ âûðàæåíèé a priori � äî îïûòà,a posteriori � ïîñëå îïûòà. Ôîðìóëû (10) ñëóæàò äëÿ âû÷èñëåíèÿ àïî-ñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ãèïîòåç.* Èç êó÷è áåëûõ è ÷åðíûõ øàðîâ íåêòî ïîëîæèë â ïóñòóþ óðíó 2øàðà. Î ñîäåðæèìîì óðíû ìîæíî âûñêàçàòü òðè âçàèìíî èñêëþ÷àþùèåäðóã äðóãà ãèïîòåçû:
H1 � 0 áåëûõ, 2 ÷åðíûõ øàðà;
H2 � 1 áåëûé, 1 ÷åðíûé øàð;
H2 � 2 áåëûõ, 0 ÷åðíûõ øàðîâ. 13



Èñïûòàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â èçâëå÷åíèè íàóäà÷ó îäíîãî øàðà èç óðíû.Äî ýòîãî èñïûòàíèÿ âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç ìîæíî ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè,ðàâíûìè 1/3, ïîñêîëüêó íàì íå èçâåñòíû ñîîáðàæåíèÿ, êîòîðûìè ðóêî-âîäñòâîâàëñÿ ÷åëîâåê, ïîëîæèâøèé øàðû â óðíó.Ïóñòü â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ èçâëå÷åííûé èç óðíû øàð îêàçàëñÿáåëûì (íàñòóïèëî ñîáûòèå A). Âû÷èñëåíèÿ äàþò:
P (H1)P (A/H1) =

1

3
· 0 = 0,

P (H2)P (A/H2) =
1

3
· 1

2
=

1

6
,

P (H3)P (A/H3) =
1

3
· 1 =

1

3
.Ïî �îðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè íàõîäèì P (A) = 0 + 1/6 + 1/3 = 1/2.Ïðèìåíèâ �îðìóëû Áàéåñà, áóäåì èìåòü

P (H1/A) =
P (H1)P (A/H1)

P (A)
=

0

1/2
= 0,

P (H2/A) =
P (H2)P (A/H2)

P (A)
=

1/6

1/2
=

1

3
,

P (H3/A) =
P (H3)P (A/H3)

P (A)
=

1/3

1/2
=

2

3
.* Â óñëîâèÿõ ðàññìîòðåííîé â íà÷àëå ïàðàãðà�à çàäà÷è î ñòàíêàõ,øòàìïóþùèõ äåòàëè, âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç î òîì, ÷òî äåòàëè èçãîòîâëåíûíà ïåðâîì, âòîðîì è òðåòüåì ñòàíêàõ, òàêîâû:

P (H1) = 0.4, P (H2) = 0.35, P (H3) = 0.25.Èç êó÷è âûáðàëè ñëó÷àéíûì îáðàçîì îäíó äåòàëü, êîòîðàÿ îêàçàëàñüäå�åêòíîé (ïðîèçîøëî ñîáûòèå Ā). Ïîäñ÷èòàåì àïîñòåðèîðíûå âåðîÿò-íîñòè ãèïîòåç, òî åñòü âåðîÿòíîñòè P (H1/A),
P (H2/A), P (H3/A) òîãî, ÷òî âûáðàííàÿ äåòàëü áûëà èçãîòîâëåíà íàïåðâîì, âòîðîì, òðåòüåì ñòàíêå. Âû÷èñëåíèÿ äàþò:

P (Ā) = 1 − P (A) = 0.071,

P (H1/Ā) =
P (H1)P (Ā/H1)

P (Ā)
=

0.4 · 0.08

0.071
= 0.451,

P (H2/Ā) =
P (H2)P (Ā/H2)

P (Ā)
=

0.35 · 0.04

0.071
= 0.197,14



P (H3/Ā) =
P (H3)P (Ā/H3)

P (Ā)
=

0.25 · 0.1
0.071

= 0.352.Ñîâðåìåííàÿ ìåäèöèíà ðàñïîëàãàåò îáøèðíûìè áàíêàìè äàííûõ î áî-ëåçíÿõ, ñòàòèñòèêå èõ ðàñïðîñòðàíåííîñòè, äèíàìèêå, îá èíäèâèäóàëü-íûõ áîëüíûõ. Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà äåëàþò ïîïóëÿðíûìè ïðèìåíåíèÿ�îðìóë Áàéåñà â çàäà÷àõ äèàãíîñòèêè, äèíàìèêè ýïèäåìèé è ò.ä.
§ 1.8. Ýíòðîïèÿ è èí�îðìàöèÿÏóñòü èìååòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà S ñîáûòèé A1, A2, · · · , An è èçâåñò-íû (àïðèîðíûå) âåðîÿòíîñòè P (Ak) = pk ýòèõ ñîáûòèé, k = 1, 2, · · · , n.Âàæíîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ýòîé ñèñòåìû ñîáûòèé, ìåðîé íåîïðå-äåëåííîñòè îïèñûâàåìîé åþ ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ ýíòðîïèÿ H(S) =

= −
∑n

k=1 pk log2 pk, ãäå log2 p � ëîãàðè�ì ÷èñëà p ïî îñíîâàíèþ 2. Ýòîïîíÿòèå ââåë àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ê. Øåííîí.* Ïóñòü O � âûïàäåíèå îðëà, Ō � âûïàäåíèå ðåøêè ïðè îäíîêðàòíîìáðîñàíèè ìîíåòû, ïðè÷åì âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé ðàâíû 1/2. Ýíòðî-ïèÿ ñèñòåìû S = {O, Ō} îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
H(S) = −(1/2) log2 (1/2) − (1/2) log2 (1/2) = log2 2 = 1.* Â çàäà÷å î ñòàíêàõ èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à âû÷èñëèì ýíòðîïèþïîëíîé ñèñòåìû S = {H1, H2, H3}. Ïîëó÷èì

H(S) = −0.4 log2 0.4 − 0.35 log2 0.35 − 0.25 log2 0.25 ≈ 1.414.Ñ ïîíÿòèåì òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíîé ýíòðîïèè òåñíî ñâÿçàíî ïîíÿòèåêîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè, êîòîðîå íåñåò ñîîáùåíèå î íàñòóïëåíèè òîãîèëè èíîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ, ñîâìåñòèìîãî ñ êàêèìè-ëèáî ñîáûòèÿìèïîëíîé ñèñòåìû.Ïóñòü ñíîâà èìååòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà S ñîáûòèé A1, A2, · · · , An è èç-âåñòíû (àïðèîðíûå) âåðîÿòíîñòè P (Ak) = pk ýòèõ ñîáûòèé, k = 1, 2,
· · ·n. Äàëåå, ïîñòóïèëî ñîîáùåíèå î ïîÿâëåíèè ñîáûòèÿ B, ïðè÷åì àïðè-îðíûå âåðîÿòíîñòè P (B /Ak) = qk, k = 1, 2, · · ·n, òàêæå áûëè èçâåñòíû.Ïî �îðìóëàì Áàéåñà íàéäåì àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè P (Ak/B) = qk,
k = 1, 2, · · ·n, à çàòåì âû÷èñëèì ýíòðîïèþ ïîëíîé ñèñòåìû A1/B, A2/B,
· · · , An/B ïî �îðìóëå

H(S/B) = −
n

∑

i=1

qk log2 qk.15



Â îïèñàííîé ìîäåëüíîé ñèòóàöèè ðàçíîñòü H(S) − H(S/B) îáîçíà÷à-åòñÿ ñèìâîëîì I(B) è íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâîì èí�îðìàöèè (ïî Øåí-íîíó), êîòîðîå íåñåò ñîîáùåíèå î íàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ B. Ïðè âû÷èñ-ëåíèè äâîè÷íîãî ëîãàðè�ìà ÷èñëà p ðåêîìåíäóåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ �îð-ìóëîé log2 p = ln p/ ln 2 � îòíîøåíèþ íàòóðàëüíûõ ëîãàðè�ìîâ, ãäå
ln 2 ≈ 0.693. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî �óíêöèÿ h(p) = −p log2 p ïðè p = 1ðàâíà íóëþ. Ïðè p = 0 åå ïîëàãàþò ðàâíîé íóëþ. Ýòè �àêòû ïîëåçíîèìåòü â âèäó â ðàññìàòðèâàåìûõ âîïðîñàõ.* Ïåðåä áðîñàíèåì ìîíåòû ýíòðîïèÿ ïîëíîé ñèñòåìû S = {A1, A2},ãäå A1 = O � âûïàäåíèå îðëà, A2 = Ō � âûïàäåíèå ðåøêè, êàê áûëîïîêàçàíî âûøå, ðàâíà 1. Ïóñòü ðåçóëüòàòîì èñïûòàíèÿ ñòàëî ïîÿâëåíèåîðëà. Ñèòóàöèÿ âïîëíå îïðåäåëåíà: P (A1/O) = 1, P (A2/O) = 0, è àïî-ñòåðèîðíàÿ ýíòðîïèÿ H(S/O) îêàçàëàñü ðàâíîé íóëþ â ñèëó çàìå÷àíèÿ.Èòàê, êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè, êîòîðîå íåñåò ñîîáùåíèå â âûïàäåíèèîðëà, ðàâíî H(S) − H(S/O) = 1 − 0 = 1.Åäèíèöà ýíòðîïèè è èí�îðìàöèè áåçðàçìåðíà è íîñèò íàçâàíèå 1áèò.* Ïåðåä áðîñàíèåì èãðàëüíîé êîñòè èìååì ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáûòèé
S = {A1, A2, · · · , A6}, ãäå Am � âûïàäåíèå m î÷êîâ ïðè îäíîêðàòíîìáðîñàíèè êîñòè, m = 1, 2, · · · , 6. Òàê êàê âñå âåðîÿòíîñòè P (Am) = 1/6,òî ýíòðîïèÿ ñèñòåìû H(S) ðàâíà 6 · (−1/6) · log2(1/6) ≈ 2.585. Ïîñëå îä-íîêðàòíîãî áðîñàíèÿ êîñòè ïîñòóïèëî ñîîáùåíèåB, ÷òî ÷èñëî âûïàâøèõî÷êîâ îêàçàëîñü ÷åòíûì. Òåïåðü óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè P (Am/B) ðàâíûíóëþ ïðè íå÷åòíûõ m è 1/3 ïðè ÷åòíûõ m, òàê êàê åñòü òðè âàðèàíòàïîÿâëåíèÿ ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ è íè îäíîìó èç íèõ íåëüçÿ îòäàòü ïðåäïî-÷òåíèå. Àïîñòåðèîðíàÿ ýíòðîïèÿH(S/B) = 3· (−(1/3)·log2(1/3) ≈ 1.585.Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè, äàâàåìîå ñîîáùåíèåì î íàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ
B, ðàâíî H(S) − H(S/B) = 1.Ïðè ïîñòðîåíèè âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé ðåàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ñîáû-òèé âàæíî âûäåëèòü ïðàêòè÷åñêè äîñòîâåðíûå è ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæ-íûå ñîáûòèÿ. Âåðîÿòíîñòè ïåðâûõ ñòîëü áëèçêè ê åäèíèöå, ÷òî â ìîäå-ëè èõ îáúÿâëÿþò äîñòîâåðíûìè, à âåðîÿòíîñòè âòîðûõ ñòîëü áëèçêè êíóëþ, ÷òî â ìîäåëè èõ îáúÿâëÿþò íåâîçìîæíûìè. Íàñòóïëåíèå ïðàêòè-÷åñêè äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ íåñåò íåñóùåñòâåííîå êîëè÷åñòâî èí�îðìà-öèè. Íàïðîòèâ, íàñòóïëåíèå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ íåñåòáîëüøîå êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè. Íàïðèìåð, êàòàñòðî�à ñàìîëåòà äàí-íîé ñåðèè, íå èñ÷åðïàâøåãî ñâîé ðåñóðñ, � ñîáûòèå ñ î÷åíü ìàëîé âå-ðîÿòíîñòüþ, è èí�îðìàöèÿ î òàêîé êàòàñòðî�å äàæå ñ òåõíè÷åñêîé è16



ñîöèàëüíîé òî÷åê çðåíèÿ êðàéíå âàæíà. Èí�îðìàöèÿ î íàñòóïëåíèè ñî-áûòèÿ, íèêàê íå ñâÿçàííîãî ñ S, íå çàâèñèìîãî îò ñîáûòèé ýòîé ñèñòåìû,íå íåñåò èí�îðìàöèè â ðàìêàõ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè, îñíîâàííîé íàèñïîëüçîâàíèè ïîëíîé ñèñòåìû S ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé.Ïðè ïîñòðîåíèè è ñîâåðøåíñòâîâàíèè âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé ðåàëü-íûõ ÿâëåíèé øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè,î êîòîðûõ ïîäðîáíåå áóäåò ñêàçàíî â ãëàâå 4. Çäåñü òàêæå âàæíû îïûòè èíòóèöèÿ èíæåíåðà, èññëåäîâàòåëÿ.Ïîíÿòèÿ ýíòðîïèè è èí�îðìàöèè èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ñòàòè-ñòè÷åñêîé ìåõàíèêå è âî ìíîãèõ âàæíûõ çàäà÷àõ êîäèðîâàíèÿ è òåîðèèñâÿçè.
§ 1.9. Ñõåìû ÁåðíóëëèÏóñòü A � ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, P (A) = p � åãî âåðîÿòíîñòü. �àññìîò-ðèì ñëîæíîå èñïûòàíèå, ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñåðèè) n ýëå-ìåíòàðíûõ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ âåðîÿòíîñòüíàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A ïîñòîÿííà è ðàâíà p. Èñõîä òàêîãî ñëîæíîãî èñ-ïûòàíèÿ, íàçûâàåìîãî ñåðèåé èñïûòàíèé Áåðíóëëè, ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Bn = A A ĀA Ā · · ·A, â êîòîðîì n ñîìíîæèòåëåé.Íåêîòîðûå ñîìíîæèòåëè ðàâíû A, îñòàëüíûå ðàâíû Ā. Íàëè÷èå íà k-éïîçèöèè ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñèìâîëà A îçíà÷àåò íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ

A â k-ì ýëåìåíòàðíîì èñïûòàíèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íà ýòîé ïîçèöèèäîëæåí ñòîÿòü ñèìâîë Ā. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çàïèñè ñîáûòèÿ Bn ñèì-âîë A âñòðå÷àåòñÿ m ðàç, à ñèìâîë Ā � n − m ðàç. Òîãäà ïî òåîðåìåóìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòü P (Bn) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
p · p · (1 − p) · (1 − p) · · · p = pm(1 − p)n−m.Èç êîìáèíàòîðèêè èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî òàêèõ èñõîäîâ ñåðèè èñïûòàíèéÁåðíóëëè ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü m ñèìâîëîâ A íà n ïîçèöèÿõ,òî åñòü ÷èñëó ñî÷åòàíèé Cm

n = n!/(m!·(n−m)!). Ñòàëî áûòü, âåðîÿòíîñòü
Pn(m) ñîáûòèÿ, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â m-êðàòíîì íàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ Aâ ñåðèè èç n èñïûòàíèé Áåðíóëëè ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé âñåõ Cm

nîáðàçóþùèõ åãî èñõîäîâ, òî åñòü
Pn(m) = Cm

n · pm(1 − p)n−m. (11)Ôîðìóëà (11) ïîëó÷åíà øâåéöàðñêèì ìàòåìàòèêîì ß. Áåðíóëëè � îäíèìèç îñíîâîïîëîæíèêîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.17



Çàìåòèì, ÷òî ïîÿâëåíèå ñîáûòèÿ A â èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ÷àñòîíàçûâàþò óñïåõîì, à ïîÿâëåíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ � íåóäà÷åé(ïðîìàõîì). Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ m óñïåõîâ â ñåðèèèç n èñïûòàíèé Áåðíóëëè âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (11).* Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëîê ñ îäíîãî âûñòðåëà ïîïàäåò â ìèøåíü,ðàâíà 0.9. Ñòðåëîê ïðîèçâîäèò 5 âûñòðåëîâ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìè-øåíü áóäåò ïîðàæåíà 3 ðàçà, ðàâíà
P5(3) = C3

5 · 0.93 · 0.12 = 0.0729.Äàëåå, âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ ìèøåíè íå ìåíåå òðåõ ðàç îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:
P5(m > 3) = P5(3) + P5(4) + P5(5) =

= 0.0729 + 0.32805 + 0.59049 = 0.99144.* �àññìîòðèì îòáîð ÷åòûðåõ äåòàëåé â çàäà÷å § 1.6. Âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ äåòàëåé îêàæóòñÿ 3 ãîäíûå, òàêîâà:
P4(3) = C3

4 0.83 · 0.2 = 0.4096.Áèíîìèàëüíàÿ �îðìóëà (11) ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â áèîñòàòèñòèêå è ãåíå-òèêå.* Íåêîòîðàÿ òðîïè÷åñêàÿ ðûáà ìîæåò áûòü ñåðîãî èëè çîëîòîãî öâå-òà. Öâåò ïåðåäàåòñÿ ãåíàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â õðîìîñîìàõ. Â õðîìîñîìàõìóæñêîé è æåíñêîé îñîáåé èìååòñÿ ïî îäíîìó ãåíó: Ñ (ñåðûé öâåò) èëèÇ (çîëîòîé öâåò). Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå îïëîäîòâîðåííîå ÿéöî èìååòäâà ãåíà: ÑÑ, ÑÇ, ÇÇ. Çîëîòîé öâåò ðûáà áóäåò èìåòü òîëüêî ïðè êîì-áèíàöèè ÇÇ. Íàëè÷èå æå â êîìáèíàöèè ãåíà Ñ îçíà÷àåò, ÷òî ðûáà áóäåòèìåòü ñåðûé öâåò. Â òàêîé ñèòóàöèè ãåí Ñ íàçûâàåòñÿ äîìèíèðóþùèì.Ïîòîìñòâî ðîäèòåëüñêîé ïàðû ñ ãåíàìè ÑÑ è ÇÇ íàñëåäóåò ëèøü êîì-áèíàöèþ ÑÇ è áóäåò èìåòü ñåðûé öâåò. Åñëè æå ðîäèòåëüñêàÿ ïàðà èìååòíàáîðû ãåí ÇÑ è ÇÇ, òî ïîòîìñòâî ìîæåò óíàñëåäîâàòü îäíó èç êîìáè-íàöèé ÇÇ èëè ÇÑ, òî åñòü â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ áóäåò èìåòü çîëîòîé öâåò.Íàêîíåö, åñëè îáà ðîäèòåëÿ èìåþò íàáîð ãåí ÇÑ, òî ó ïîòîìñòâà âîç-ìîæíû êîìáèíàöèè ÑÑ, ÑÇ, ÇÑ, ÇÇ. Êîìáèíàöèè ÑÇ è ÇÑ ðàâíîñèëüíû.Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ çîëîòîé ðûáêè ó òàêîé ïàðû ðàâíà 1/4, âåðîÿò-íîñòü ïîÿâëåíèÿ ñåðîé ðûáêè ðàâíà 3/4. Â ñðåäíåì ïîëîâèíà ïîòîìñòâàáóäåò èìåòü ãåííûé íàáîð ÇÑ, òàêîé æå, êàê ó ðîäèòåëåé.18



Ïóñòü èìååòñÿ 10 îïëîäîòâîðåííûõ èêðèíîê îò ðîäèòåëüñêîé ïàðû ñãåííûì íàáîðîì ÇÑ ó êàæäîãî. Íàçîâåì óñïåõîì ðîæäåíèå ðûáêè çîëî-òîãî öâåòà. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ â äàííîì ïîêîëåíèè òðåõ ðûáîêçîëîòîãî öâåòà ðàâíà C3
10 (1/4)3 (3/4)7 ≈ 0.2503.

§ 1.10. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Ïóñòü À, Â, Ñ � òðè ïðîèçâîëüíûõ ñîáûòèÿ. Íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿñîáûòèé, ñîñòîÿùèõ â òîì, ÷òî èç À, Â, Ñ :à) ïðîèçîøëî òîëüêî À;á) ïðîèçîøëè À è Â, à Ñ íå ïðîèçîøëî;â) âñå òðè ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè;ã) ïðîèçîøëî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñîáûòèé;ä) íè îäíî èç ñîáûòèé íå ïðîèçîøëî.2. Èãðàëüíàÿ êîñòü áðîøåíà äâà ðàçà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü:à) òîãî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ âûïàäåò ïî îäíîìó î÷êó;á) ÷òî ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ áóäåò ðàâíà 11;â) ÷òî ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ áóäåò íå ìåíåå 10;ã) ÷òî âûïàâøèå î÷êè áóäóò êðàòíû 3.3. �àçðûâ ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ìîæåò ïðîèçîéòè âñëåäñòâèå âûõîäà èçñòðîÿ ýëåìåíòà K èëè äâóõ ýëåìåíòîâ K1, K2, êîòîðûå âûõîäÿò èç ñòðîÿíåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0.3, 0.2 è 0.2 ñîîòâåòñòâåííî.Íàéòè âåðîÿòíîñòü ðàçðûâà öåïè.4. Â íåêîòîðîì ñåìåéñòâå 5 äåòåé. Âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà �0.51, à âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ äåâî÷êè � 0.49. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî â ñåìüå :a) òðè äåâî÷êè; á) íå ìåíåå òðåõ ìàëü÷èêîâ.5. Äåòàëü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.01 èìååò äå�åêò À, ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.02èìååò äå�åêò Â è ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.005 èìååò îáà äå�åêòà. Íàéòè âåðî-ÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåòàëü èìååò õîòÿ áû îäèí äå�åêò.6. Â ïàðòèè èçäåëèé 90 èñïðàâíûõ è 10 áðàêîâàííûõ èçäåëèé. Íàéòèâåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 10 ïðîäàííûõ èçäåëèé:à) ðîâíî îäíî áðàêîâàííîå;á) íåò áðàêîâàííûõ.7. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ â ïîòîìñòâå ÷åðíîãî êðîëèêà ðàâíà 1/4.Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íå ìåíåå äâóõ ÷åðíûõ êðîëèêîâ â ïîòîì-ñòâå èç ÷åòûðåõ êðîëèêîâ. 19



8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äíè ðîæäåíèÿ 12 ÷åëîâåê ïðèäóòñÿ íàðàçíûå ìåñÿöû ãîäà.9. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïàðòèè èç 1000 ýëåêòðè÷åñêèõëàìïî÷åê íåò íè îäíîé íåèñïðàâíîé, åñëè èç âçÿòûõ íàóäà÷ó 100 ëàìïî-÷åê âñå îêàçàëèñü èñïðàâíûìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî íåèñïðàâíûõëàìïî÷åê èç 1000 ðàâíîâîçìîæíî îò 0 äî 5. Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü �îð-ìóëó Áàéåñà.10. Èçâåñòíî, ÷òî 96 % âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè óäîâëåòâîðÿåò ñòàí-äàðòó. Óïðîùåííàÿ ñõåìà êîíòðîëÿ ïðèçíàåò ïðèãîäíîé ñòàíäàðòíóþïðîäóêöèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.98, à íåñòàíäàðòíóþ � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.05.Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå, ïðîøåäøåå óïðîùåííûé êîíòðîëü,óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòó.11. �àññìîòðèì âìåñòî èãðàëüíîé êîñòè òåòðàýäð Ò � ïðàâèëüíóþ òðå-óãîëüíóþ ïèðàìèäó ñ ðàâíûìè ãðàíÿìè, ïðè÷åì òðè ãðàíè îêðàøåíû âêðàñíûé, çåëåíûé è ñèíèé öâåòà ñîîòâåòñòâåííî, à íà ÷åòâåðòîé ãðàíèïðèñóòñòâóþò âñå òðè öâåòà è òîëüêî îíè. Ïóñòü òåòðàýäð èçãîòîâëåíèç îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà, òàê ÷òî ïðè åãî ïîäáðàñûâàíèè Ò ñ ðàâíîéâåðîÿòíîñòüþ p = 1/4 ïàäàåò íà ëþáóþ èç ãðàíåé. Ñèìâîëàìè Ê, Ç,Ñîáîçíà÷èì ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ � Ò ïàäàåò íà ãðàíü, ñîäåðæàùåé êðàñ-íûé, çåëåíûé, ñèíèé öâåò ñîîòâåòñòâåííî.a) Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé Ê · Ñ, Ê · Ç, Ç · Ñ, Ê · Ç · Ñ.á) Ïîêàçàòü, ÷òî ñîáûòèÿ Ê, Ç, Ñ ïîïàðíî íåçàâèñèìû, íî çàâèñèìûâ ñîâîêóïíîñòè.12. Â íåêîòîðîì ýêñïåðèìåíòå â êàæäûé èç 320 ñîñóäîâ áûëî ïîìåùå-íî ïî 5 íàñåêîìûõ. Ïîñëå êðàòêîâðåìåííîãî èõ îêóðèâàíèÿ áûëî ïîäñ÷è-òàíî ÷èñëî íàñåêîìûõ, îñòàâøèõñÿ â æèâûõ. Îêàçàëîñü, ÷òî â 81 ñîñóäåïîãèáëè âñå íàñåêîìûå, â 122 ñîñóäàõ îñòàâàëîñü ïî îäíîìó æèâîìó, â88 � ïî äâà, â 21 � ïî òðè, â 6 � ïî ÷åòûðå íàñåêîìûõ è ëèøü â äâóõñîñóäàõ âûæèëè âñå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå òàêîãîýêñïåðèìåíòà íàñåêîìîå âûæèâåò?13. Â íåêîòîðîì ýêñïåðèìåíòå íà îïðåäåëåíèå âñõîæåñòè ñåìåíà áûëèâûñåÿíû ïî 4 â ðÿä, è áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.×èñëî ïðîðîñøèõ ñåìÿí â ðÿäó 0 1 2 3 4×èñëî ðÿäîâ 0 3 27 43 27Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïðîðàñòàíèÿ (âñõîæåñòü) ñåìÿí?20



14. Íåêîòîðîå èçäåëèå ìîæåò ïîñòóïèòü äëÿ îáðàáîòêè â ñëó÷àéíîìïîðÿäêå íà îäèí èç òðåõ ñòàíêîâ ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1, p2 è p3, ñîîòâåò-ñòâåííî ðàâíûìè 0.2, 0.3 è 0.5. Ïðè îáðàáîòêå íà ïåðâîì ñòàíêå âåðî-ÿòíîñòü áðàêà ðàâíà 0.02, íà âòîðîì ñòàíêå � 0.03 è íà òðåòüåì ñòàíêå� 0.05. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñòóïèâøåå â öåõ èçäåëèå ïîñëåîáðàáîòêè îêàæåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèì òåõíè÷åñêèì óñëîâèÿì.15. Âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè, êîòîðîå íåñåò ñîîáùåíèå îïîÿâëåíèè áåëîãî øàðà â çàäà÷å î øàðàõ èç § 1.7.16. ×òî âåðîÿòíåå âûèãðàòü ó ðàâíîñèëüíîãî ïðîòèâíèêà:à) òðè ïàðòèè èç ÷åòûðåõ èëè ïÿòü èç âîñüìè,á) íå ìåíåå òðåõ ïàðòèé èç ÷åòûðåõ èëè íå ìåíåå ïÿòè ïàðòèé èçâîñüìè?Ïîä ðàâíîñèëüíûì ïðîòèâíèêîì ïîíèìàåòñÿ òàêîé, âåðîÿòíîñòü âû-èãðûøà ó êîòîðîãî â êàæäîé ïàðòèè ðàâíà 1/2. Íè÷üè èñêëþ÷àþòñÿ.17. Ñðåäè 64 êëåòîê øàõìàòíîé äîñêè âûáèðàþò íàóäà÷ó äâå êëåòêèè íà íèõ ñòàâÿò äâå ëàäüè � áåëóþ è ÷åðíóþ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî ëàäüè íå áóäóò áèòü äðóã äðóãà?18. Äâà ñòðåëêà ñòðåëÿþò ïî îäíîé ìèøåíè, äåëàÿ ïî îäíîìó âûñòðå-ëó. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ó ïåðâîãî � 0.8, ó âòîðîãî � 0.4.Ïîñëå ñòðåëüáû â ìèøåíè îáíàðóæåíà îäíà ïðîáîèíà. Êàêîâà âåðîÿò-íîñòü òîãî, ÷òî â ìèøåíü ïîïàë ïåðâûé ñòðåëîê?19. �ðåãîð Ìåíäåëü � îñíîâàòåëü ãåíåòèêè � îáíàðóæèë, ÷òî ñåìåíàñëàäêîãî ãîðîøêà èìåþò ðàçíûé öâåò � æåëòûé è çåëåíûé, ïðè÷åì æåë-òûé öâåò äîìèíèðóåò. Ïóñòü Æ è Ç � ãåíû, îòâåòñòâåííûå çà æåëòûé èçåëåíûé öâåò ó ãîðîøèíû. �îðîøèíà ñ ãåííûì íàáîðîì ÆÇ ïðîðîñëà,çàöâåëà è ñàìîîïûëèëàñü. Êàêîâà îæèäàåìàÿ äîëÿ æåëòûõ ãîðîøèí âóðîæàå? Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå 5 ãîðîøèí â ñòðó÷êå èç ýòîãîóðîæàÿ çåëåíûå.20. Ìåíäåëü òàêæå îáíàðóæèë, ÷òî ãëàäêîñòü èëè ìîðùèíèñòîñòü ïî-âåðõíîñòè ãîðîøèíû îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãåíàìè. �ëàäêèåãîðîøèíû ïðåîáëàäàëè. Òàêèì îáðàçîì, ïûëüöà ðàñòåíèÿ õàðàêòåðèçó-åòñÿ íàëè÷èåì ãåíà � (ãëàäêîñòü ïîâåðõíîñòè ãîðîøèíû) èëè ãåíà Ì(ìîðùèíèñòîñòü ïîâåðõíîñòè ãîðîøèíû). Ñèìâîëè÷åñêè ìîæíî âûïè-ñàòü ÷åòûðå êîìáèíàöèè ãåíîâ â ïûëüöå: Æ�, ÆÌ, Ç�, ÇÌ. Æåëòàÿãëàäêàÿ ãîðîøèíà ñ ãåííîé ñòðóêòóðîé ÆÇÌ� ïðîðîñëà, çàöâåëà è áûëàîïûëåíà ïûëüöîé òèïà ÆÌ. Ñîáðàííûé óðîæàé ïîìåùåí â óðíó. Íàéòèâåðîÿòíîñòü èçâëå÷åíèÿ èç óðíû æåëòîé ìîðùèíèñòîé ãîðîøèíû.21



�ëàâà II×ÈÑËÎÂÛÅ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ
§ 2.1. �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äèñêðåòíîéñëó÷àéíîé âåëè÷èíûÂåëè÷èíà, êîòîðàÿ â êàæäîì èñïûòàíèè îïðåäåëåííîãî òèïà ïðèíè-ìàåò êàêîå-íèáóäü äåéñòâèòåëüíîå èëè êîìïëåêñíîå çíà÷åíèå (âîîáùåãîâîðÿ, ðàçíîå â ðàçíûõ èñïûòàíèÿõ), íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-íîé (ñ.â.). Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îáîçíà÷àþò îáû÷íî ãðå÷åñêèìè áóêâàìè

ξ, η, ζ, ϕ, ψ, ω è ò.ä., à ïðèíèìàåìûå èìè çíà÷åíèÿ � ñîîòâåòñòâóþùèìèëàòèíñêèìè áóêâàìè, âîçìîæíî, ñíàáæåííûìè èíäåêñàìè.* Êîëè÷åñòâî î÷êîâ, âûïàâøèõ íà èãðàëüíîé êîñòè, åñòü ñ.â. ξ, ïðè-íèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ xk = k, k = 1, 2, 3, 4, 5, 6.* ×èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A â îäíîì èñïûòàíèè åñòü ñ.â., êîòîðàÿïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ 0, 1. Îíà íàçûâàåòñÿ èíäèêàòîðîì ñ.â. A è áóäåòâïðåäü îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëîì ηA.* Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A â ñåðèè èç n èñ-ïûòàíèé Áåðíóëëè åñòü ñ.â. θ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ tk = k/n, k =
0, 1, · · · , n.* Ñóòî÷íîå êîëè÷åñòâî àâòîìîáèëüíûõ àâàðèé â ã. Ìîñêâå åñòü ñ.â. ζ,ïðèíèìàþùàÿ íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ.* Êîëè÷åñòâî êèëîìåòðîâ, ïðîéäåííûõ äàííûì àâòîìîáèëåì äî êà-ïèòàëüíîãî ðåìîíòà, åñòü ñ.â. ω, ïðèíèìàþùàÿ ëþáûå ïîëîæèòåëüíûåçíà÷åíèÿ â äîâîëüíî øèðîêîì èíòåðâàëå íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.* Ïðîöåíò óãëåðîäà â ñòàëè îïðåäåëåííîé ìàðêè åñòü ñ.â.ψ, ïðèíèìà-þùàÿ ëþáûå çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ïðåäóñìîòðåííîì ñòàí-äàðòîì.Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, åñëè åå çíà÷åíèÿ îáðà-çóþò êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x1, x2, · · · , xn, · · · . (1)Â ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ ïåðâûå ÷åòûðå ñ.â. ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíû-ìè, à îñòàëüíûå äâå ñ.â. íå äèñêðåòíû.22



Ïóñòü ξ � äèñêðåòíàÿ ñ.â. ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé (1). Ñèìâîëîì Akîáîçíà÷èì ñîáûòèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå xk:
Ak = {ξ = xk}, k = 1, 2, · · · .Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ Ak óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì pk. Ñîáûòèÿ

A1, A2, · · · îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáûòèé. Ñòàëî áûòü, ñóììà èõâåðîÿòíîñòåé ðàâíà 1. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáûòèé Ak ïîä ñóì-ìîé èõ âåðîÿòíîñòåé ïîíèìàåòñÿ ñóììà ÷èñëîâîãî ðÿäà ∑∞
1 pk. Òàêèìîáðàçîì, äèñêðåòíàÿ ñ.â. ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé òàêîâà,÷òî ∑∞

1 pk = 1.Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1) êîíå÷íàÿ, òî ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäó-þùóþ òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé èëè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿäèñêðåòíîé ñ.â. ξ:
ξ : x1 x2 · · · xn,

p : p1 p2 · · · pn.* Ïóñòü ξ � ñ.â. èç ïðèìåðà ñ èãðàëüíîé êîñòüþ. Òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòåé ξ èìååò âèä
ξ : 1 2 3 4 5 6,

p :
1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6
.* Ïóñòü ηA � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A. Òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

ηA èìååò âèä
ηA : 0 1,

P : 1 − p p,ãäå p=P(A) � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A.* Èç òåîðåìû ß. Áåðíóëëè ñëåäóåò, ÷òî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. θ èçïðèâåäåííîãî âûøå òðåòüåãî ïðèìåðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
θ : 0 1/n 2/n · · · · · · 1,

P : qn C1
n p qn−1 C2

n p2 qn−2 · · · pn,ãäå p = P (A) � âåðîÿòíîñòü óñïåõà, q = 1 − p. Òàêàÿ ñ.â. íàçûâàåòñÿáèíîìèàëüíîé.Ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó Ñ (êîíñòàíòó) ìîæíî ñ÷èòàòü äèñêðåòíîé ñ.â.,ïðèíèìàþùåé â êàæäîì èñïûòàíèè çíà÷åíèå Ñ ñ âåðîÿòíîñòüþ ð=1.23



Â îäíîì èñïûòàíèè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ çíà÷åíèÿ íåñêîëüêèõ ñ.â.* Ïðè àíàëèçå ïðîáû âîäîïðîâîäíîé âîäû îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåíòíîåñîäåðæàíèå æåëåçà, êàëüöèÿ, õëîðà, �òîðà è ò.ä. Âñå ýòè âåëè÷èíû �ðàçëè÷íûå ñ.â. â äàííîì èñïûòàíèè.Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ, η, · · · , ζ, ïðèíèìàþùèå ñâîè çíà÷åíèÿ â îä-íîì èñïûòàíèè, íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè âåðîÿòíîñòè ëþáûõçíà÷åíèé êàæäîé èç ýòèõ âåëè÷èí íå çàâèñÿò îò òîãî, êàêèå çíà÷åíèÿïðèíèìàþò îñòàëüíûå ñ.â. â òîì æå èñïûòàíèè.* Áðîñàþòñÿ òðè èãðàëüíûå êîñòè, ξ, η, ζ � çíà÷åíèÿ î÷êîâ, âûïàâøèõíà ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé êîñòè. Î÷åâèäíî, ñ.â. ξ, η, ζ � íåçàâèñèìûå.* Ïóñòü ηk � èíäèêàòîð óñïåõà â k-ì èñïûòàíèè Áåðíóëëè. Òîãäà ñ.â.
η1, η2, · · · , ηn íåçàâèñèìû.Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå �óíêöèè îò ñ.â. Ïóñòü h(x) �çàäàííàÿ �óíêöèÿ, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Dh êîòîðîé ñîäåðæèò âñå çíà-÷åíèÿ ñ.â. ξ. Ñèìâîëîì η = h(ξ) îáîçíà÷àåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðè-íèìàþùàÿ çíà÷åíèå h(x) âñÿêèé ðàç, êîãäà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå x.* Ïóñòü ξ � ñ.â., çíà÷åíèÿ êîòîðîé ðàâíû ÷èñëó âûïàâøèõ î÷êîâ ïðèáðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè, è h(x) = x2. Òîãäà ñ.â. η = ξ2 ïðèíèìàåòêàæäîå èç çíà÷åíèé 1, 4, 9, 16, 25, 36 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/6.Åñëè äàííàÿ �óíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ g(x, y, · · · , z) îïðåäå-ëåíà â îáëàñòè Dg åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R

n , ñîäåðæàùåé âñå òî÷êèâèäà (xi, yj, · · · , zs), ãäå {xi} � çíà÷åíèÿ ñ.â. ξ, {yj} � çíà÷åíèÿ ñ.â. η,
· · · , {zs} � çíà÷åíèÿ ñ.â. ζ, òî ñ.â. µ = g(ξ, η, · · · , ζ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
g(xi, yj, · · · , zs) âñÿêèé ðàç, êîãäà ξ = xi, η = yj, · · · , ζ = zs.* Ïóñòü ξk, k = 1, 2, · · · , n, � èíäèêàòîðû óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè.Òîãäà

τ =
1

n

n
∑

1

ξk −
.â., ðàâíàÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòå óñïåõà â ñåðèè èç n èñïûòàíèé Áåð-íóëëè.
§ 2.2. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûÏóñòü ñ.â. ξ ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-ëåíèÿ F (x) ñ.â. ξ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé F (x) = P{ξ < x}, ãäå x ∈ R.Èíûìè ñëîâàìè, çíà÷åíèå ýòîé �óíêöèè â òî÷êå x ∈ R ðàâíî âåðîÿòíî-24



ñòè ñîáûòèÿ {ξ < x}. Òàê êàê âåðîÿòíîñòü åñòü ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà [0,1℄, òî
0 6 F (x) 6 1 (2)äëÿ ëþáîãî x ∈ R è ãðà�èê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ëþáîé ñ.â. ξ ëåæèò âãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå {0 6 x 6 1}. Êðîìå òîãî, äëÿ F (x) âûïîëíÿþòñÿïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

F (−∞) = lim
x→−∞

F (x) = 0, F (+∞) = lim
x→+∞

F (x) = 1, (3)òàê êàê ïåðâûé ïðåäåë äàåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñ.â. ξ íå ïðèìåò íèêà-êèõ çíà÷åíèé (ýòî ñîáûòèå íåâîçìîæíî è èìååò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü), àâòîðîé ïðåäåë ðàâåí âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ξ ïðèìåò êàêèå óãîäíî çíà-÷åíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì è èìååò âåðîÿòíîñòü 1.Ïóñòü x1 < x2. Ñîáûòèÿ A = {ξ < x1} è B = {x1 6 ξ < x2} íåñîâ-ìåñòíû è èõ ñóììà A+B = {ξ < x2}. Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû ñëîæåíèÿâåðîÿòíîñòåé P (A + B) = P (A) + P (B). Ñòàëî áûòü,
P (ξ < x2) = P (ξ < x1) + P (x1 6 ξ < x2)èëè

P (x1 6 ξ < x2) = P (ξ < x2) − P (ξ < x1) = F (x2) − F (x1). (4)Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî ∆F = F (x2) − F (x1) > 0 ïðè x2 > x1, òî åñòü F (x)ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé �óíêöèåé íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R.Â ñëó÷àå äèñêðåòíîé ñ.â. èìååì limx2→x1
∆F = P (ξ = x1). Åñëè îêà-æåòñÿ, ÷òî x1 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ñ.â. ξ, òî P (ξ = x1)� ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò â òî÷êå x = x1ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà ñî ñêà÷êîì P (ξ = x1). Åñëè æå x1 íå ÿâëÿåòñÿ çíà÷å-íèåì äèñêðåòíîé ñ.â. ξ, òî �óíêöèÿ F (x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x1. Íåòðóä-íî åùå ïîêàçàòü, ÷òî F (x) íåïðåðûâíà ñïðàâà â êàæäîé òî÷êå x ∈ R.Áîëåå òîãî, ýòî ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðî-èçâîëüíîé ñ.â.* �ðà�èê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. η, ðàâíîé ÷èñëó î÷êîâ, âûïàäà-þùåìó â ðåçóëüòàòå îäíîêðàòíîãî áðîñàíèÿ èãðàëüíîé êîñòè, èìååò âèä,èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.
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�èñ. 1Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè åå �óíêöèÿ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ F (x) íåïðåðûâíà è
F (x) =

∫ x

−∞
F ′(t) d t. (5)Äëÿ íåïðåðûâíîé ñ.â. �óíêöèÿ f(x) = F ′ (x) íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöè-àëüíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ýòà �óíêöèÿ ñóùåñòâó-åò â òî÷êàõ äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè F (x). Ïî îòíîøåíèþ ê f(x)�óíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. ξ.* Íåïðåðûâíàÿ ñ.â. ξ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåéíà ïðîìåæóòêå [a, b℄, åñëè íà ýòîì ïðîìåæóòêå F (x) = (x−a)/(b−a) èðàâíà 0 èëè 1 ïðè x < a è ïðè x > b ñîîòâåòñòâåííî. Äè��åðåíöèàëüíàÿ�óíêöèÿ f(x) ðàâíà (b−a)−1 íà èíòåðâàëå (a, b), à âíå ïðîìåæóòêà [a, b℄îáðàùàåòñÿ â íîëü. Â òî÷êàõ x = a è x = b �óíêöèÿ f(x) íå ñóùåñòâóåò.Äëÿ íåïðåðûâíîé ñ.â. ξ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ ïðèìåò êàêîå-íèáóäü�èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå x, ðàâíà íóëþ:

P{ξ = x} = lim
∆ x→0

P{x 6 ξ < x + ∆ x} = lim
∆ x→0

[F (x + ∆ x) − F (x)] = 0.Ïîñëåäíèé ïðåäåë ðàâåí íóëþ â ñèëó íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè F (x). Ïî-ýòîìó äëÿ íåïðåðûâíîé ñ.â.
P{x1 6 ξ < x2} = P{x1 < ξ < x2} = P{x1 6 ξ 6 x2} =

= P{x1 < ξ 6 x2} = F (x2) − F (x1) =

∫ x2

x1

F ′(t) d t =

∫ x2

x1

f(t) d t. (6)26



Ïîñêîëüêó F (x) � íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, òî F ′(x) = f(x) > 0 âî âñåõòî÷êàõ, ãäå F (x) äè��åðåíöèðóåìà. Èç (5) è (3) èìååì
∫ +∞

−∞
f(x) d x =

∫ +∞

−∞
F ′(x) d x = F (+∞) = 1. (7)Îòíîøåíèå

P{x 6 ξ < x + ∆ x}
∆ xíàçûâàåòñÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íà ïðîìå-æóòêå [x, x + ∆ x). Åå ïðåäåë ïðè ∆ x → 0 íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè â òî÷êå x. Â òåõ òî÷êàõ, ãäå ýòîò ïðåäåëñóùåñòâóåò, èìååì

lim
∆ x→0

P{x 6 ξ < x + ∆ x}
∆ x

= lim
∆ x→0

F (x + ∆ x) − F (x)

∆ x
= F ′(x).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé ñ.â. äè��åðåíöèàëüíàÿ �óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé f(x) ðàâíà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-ÿòíîñòåé.

§ 2.3. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû�àññìîòðèì äèñêðåòíóþ ñ.â. ξ ñ òàáëèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
ξ : x1 x2 · · · xm,

p : p1 p2 · · · pm. (8)Ïóñòü â íåêîòîðîé ñåðèè èç n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ.â. ξ ïðèíÿëà
k1 ðàç çíà÷åíèå x1,

k2 ðàç çíà÷åíèå x2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
km ðàç çíà÷åíèå xm.Ñóììà âñåõ ïðèíÿòûõ çíà÷åíèé ðàâíà ∑m

i=1 ki xi, à ñðåäíåå àðè�ìåòè÷å-ñêîå, ïðèõîäÿùååñÿ íà îäíî èñïûòàíèå, ðàâíî
1

n
·

m
∑

i=1

ki xi =
m

∑

i=1

xi
ki

n
.
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Åñëè n âåëèêî, òî
ki

n
≈ pi, i = 1, 2, · · · , m,è óêàçàííîå ñðåäíåå çíà÷åíèå áóäåò áëèçêî ê âåëè÷èíå ∑m

i=1 xi pi. Ïî-ñëåäíåå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì èëè ñðåä-íèì çíà÷åíèåì ñ.â. ξ. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Mξ:
Mξ =

m
∑

i=1

xi pi. (9)Äëÿ íåïðåðûâíîé ñ.â. ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé f(x)ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíòåãðàë
Mξ =

∫ +∞

−∞
x f(x) d x. (10)Çàìåòèì, ÷òî �èçè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü Mξ ñîâïàäàåò ñ �èçè÷åñêîé ðàç-ìåðíîñòüþ ξ. Ìîæíî äàòü ìåõàíè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ìàòåìàòè÷å-ñêîãî îæèäàíèÿ. Åñëè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé äàíû ìàòåðèàëüíûå òî÷êè

x1, x2, · · · , xm ñ ìàññàìè p1, p2, · · · , pm, òàê, ÷òî ñóììà âñåõ ìàññ ðàâíà1, òî ∑m
i=1 i pi îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå öåíòðà ýòèõ ìàññ. Òîò æå ìåõàíè-÷åñêèé ñìûñë èìååò èíòåãðàë ∫ +∞

−∞ x f(x) d x â ñëó÷àå, êîãäà åäèíè÷íàÿìàññà íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåíà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñ ïëîòíîñòüþ f(x),òàêîé, ÷òî ∫ +∞
−∞ f(x) d x.* �àçûãðûâàåòñÿ ëîòåðåÿ èç 1000 áèëåòîâ, èìåþùàÿ ñëåäóþùèå âûèã-ðûøè: îäèí â 1000 ðóáëåé, ÷åòûðå ïî 500 ðóáëåé, âîñåìü ïî 300 ðóáëåé,äâàäöàòü ïî 50 ðóáëåé. Ñòîèìîñòü âûèãðûøà íà îäèí áèëåò � ñ.â. ξ ñîñëåäóþùåé òàáëèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

ξ : 0 50 300 500 1000,

P : 0.967 0.02 0.008 0.004 0.001.Ñðåäíèé âûèãðûø íà îäèí áèëåò ðàâåí
Mξ = 0 · 0.967 + 50 · 0.02 + 300 · 0.008+

+500 · 0.004 + 1000 · 0.001 = 6.4 ðóá.* Äëÿ ÷èñëà î÷êîâ ξ, âûïàäàþùèõ íà èãðàëüíîé êîñòè, èìååì Mξ =
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) · (1/6) = 7/2.28



* Äëÿ ñ.â. ξ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà [0, 1℄, èìååì Mξ =
∫ 1

0 x ·
1 d x = 1/2.�àññìîòðèì �óíêöèþ η = h(ξ) îò ñ.â. ξ, ãäå ξ � äèñêðåòíàÿ ñ.â. ñòàáëèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (8). Åñëè çíà÷åíèÿ h(x1), h(x2),
· · · , h(xm) ðàçëè÷íû, òî òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñ.â. η ïðè-ìåò âèä

η : h(x1) h(x2) · · · h(xm),

p : p1 p2 · · · · · · pm. (11)Åñëè æå ñðåäè ïåðå÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ñ.â. η âñòðå÷àþòñÿ îäèíàêîâûå,òî â òàáëèöå èõ ñëåäóåò îáúåäèíèòü, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðîÿòíî-ñòè âî âòîðîé ñòðîêå ñëîæèòü. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ Mη ïîëó÷àåòñÿ îäíî è òî æå âûðàæåíèå
Mη =

m
∑

i=1

h(xi) pi.Åñëè ξ � íåïðåðûâíàÿ ñ.â. ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
f(x), òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Mη = M(h(ξ)) =

∫ +∞

−∞
h(x)f(x) d x. (12)Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:1. Åñëè ξ = C � ïîñòîÿííàÿ ñ.â., òî M C = C.2. Åñëè Ñ � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà è ξ � ñ.â., òî M (Cξ) = C Mξ.3. Äëÿ ëþáûõ ñ.â. ξ, η, ïîÿâëÿþùèõñÿ â îäíîì èñïûòàíèè, ñïðàâåäëè-âà �îðìóëà ñëîæåíèÿ M(ξ + η) = M ξ + M η.4. Äëÿ ëþáûõ íåçàâèñèìûõ ñ.â. ξ, η, ïîÿâëÿþùèõñÿ â îäíîì èñïûòà-íèè, ñïðàâåäëèâà �îðìóëà óìíîæåíèÿ M(ξ · η) = M ξ · M η.5. Åñëè ñ.â. ξ ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî M ξ >

0. 6. Åñëè äëÿ ñ.â. ξ è η â êàæäîì èñïûòàíèè ξ > η, òî M ξ > M η.Ïðîâåðèì ýòè ñâîéñòâà â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ñ.â. ñ êîíå÷íûìè ìíîæå-ñòâàìè çíà÷åíèé. Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî: èç òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòåé ξ = C ñëåäóåò M C = 1 · C = C.Äàëåå, èç òàáëèö ðàñïðåäåëåíèé ñ.â. ξ è C ξ ïîëó÷àåì, ÷òî M Cξ =
∑m

i=1 C xi pi = C
∑m

i=1 xi pi = C M ξ.29



Ïåðåõîäÿ ê ïðîâåðêå ñâîéñòâà 3, ðàññìîòðèì ñ.â. ξ ñ çàêîíîì ðàñïðå-äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (8) è ñ.â. η ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ
η : y1 y2 · · · yn,

p : q1 q2 · · · qn.�àññìîòðèì ñîáûòèÿ
Ai = {ξ = xi}, i = 1, · · · , m,

Bj = {η = yj}, j = 1, · · · , n.Ïîëîæèì ri j = P (Ai Bj). Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ξ + ηìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
M(ξ + η) =

m
∑

i=1

n
∑

j=1

(xi + yj) ri j =

=
m

∑

i=1

n
∑

j=1

xi ri j +
m

∑

i=1

n
∑

j=1

yj ri j =

=
m

∑

i=1

xi

(

n
∑

j=1

ri j

)

+
n

∑

j=1

yj

(

m
∑

i=1

ri j

)

. (13)Ïî �îðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè
pi = P (Ai) =

n
∑

j=1

P (Ai Bj) =
n

∑

j=1

ri j, (14)

qj = P (Bj) =
m

∑

i=1

P (Ai Bj) =
m

∑

i=1

ri j. (15)Èç (13)�(15) ñëåäóåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò:
M(ξ + η) =

m
∑

i=1

xi pi +
n

∑

j=1

yj qj = M ξ + M η.Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ñâîéñòâî 3 îáîáùàåòñÿ íà ñóììó êî-íå÷íîãî ÷èñëà ñ.â. Èìåííî, åñëè ξ1, ξ2, · · · , ξm � ñ.â., íàñòóïëåíèå êîòî-ðûõ âîçìîæíî â îäíîì èñïûòàíèè, òî
M

m
∑

i=1

ξi =
m

∑

i=1

M ξi.30



Ñâîéñòâî 4 ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ξè η èìååì ri j = P (Ai Bj) = P (Ai) P (Bj) = pi qj. Ñëåäîâàòåëüíî,
M(ξ η) =

m
∑

i=1

n
∑

j=1

xi yj ri j =
m

∑

i=1

n
∑

j=1

xi yj pi qj =

=
(

m
∑

i=1

xi pi

)(

n
∑

j=1

yj qj

)

= M ξ · M η.Ñâîéñòâî 5 î÷åâèäíî, òàê êàê åñëè âñå xi íåîòðèöàòåëüíû, òî
M ξ =

m
∑

i=1

xi pi > 0.Íàêîíåö, ñâîéñòâî 6 âûòåêàåò èç 3 è 5, ïîñêîëüêó èç M(ξ − η) > 0ñëåäóåò, ÷òî M ξ − M η > 0.* �àññìîòðèì äèñêðåòíóþ ñ.â. µ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûåöåëûå çíà÷åíèÿm = 0, 1, 2, · · · 
 âåðîÿòíîñòÿìè P{µ = m} = λm e−λ/m!,ãäå λ � çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (ïàðàìåòð ñ.â.). Âû÷èñëèì åå ìà-òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:
M µ =

∞
∑

m=1

m · λm e−λ

m!
=

= λ e−λ
∞

∑

m=1

λm−1

(m − 1)!
= λ,ïîñêîëüêó ñîãëàñíî �îðìóëå Òåéëîðà ñóììà ïîñëåäíåãî ðÿäà ðàâíà eλ.Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µ ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ

P{µ = m} = λm e−λ/m!, m = 0, 1, 2, · · · ,íàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâñêîé ñ.â. èëè ñ.â., ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêîíó Ïóàñ-ñîíà. Èòàê, M µ = λ. Â ýòîì ñîñòîèò âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë ïàðàìåòðà λâ çàêîíå Ïóàññîíà.* Áèíîìèàëüíàÿ ñ.â. β � ÷èñëî óñïåõîâ â ñåðèè èç n èñïûòàíèé Áåðíóë-ëè �nìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà ñ.â. Ik-èíäèêàòîðîâ óñïåõîâ â
k-òîì èñïûòàíèè, k = 1, 2, · · · , n. Òàê êàê M Ik = 1 ·p+0 ·(1−p) = p äëÿêàæäîãî èíäèêàòîðà, òî M β = M

∑n
k=1 Ik =

∑n
k=1 M Ik =

∑n
k=1 p =

n p). 31



Ñòàëî áûòü, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áèíîìèàëüíîé ñ.â. β ðàâíî
n p.

§ 2.4. Äèñïåðñèÿ è ñðåäíå-êâàäðàòè÷íîåîòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûÏóñòü ξ � ñ.â., M ξ = a � åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Îòêëîíåíèåìñ.â. ξ îò a íàçûâàåòñÿ ñ.â. ξ−a. Î÷åâèäíî, ÷òî M (ξ−a) = M ξ−M a =
a − a = 0, òî åñòü M (ξ − a) = 0.Âàæíîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ñ.â. ÿâëÿåòñÿ åå äèñïåðñèÿ D ξ,îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé D ξ = M (ξ − a)2. Êâàäðàòíûé êîðåíü èç äèñ-ïåðñèè íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì ξ. Îíî îáîçíà-÷àåòñÿ ñèìâîëîì σ ξ. Äèñïåðñèÿ D ξ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå
σ ξ =

√
D ξ ÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè ðàññåÿíèÿ çíà÷åíèé ñ.â. ξ îòíîñèòåëüíîåå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ a èëè îöåíêàìè ñðåäíåãî îòêëîíåíèÿ ξ îò

a. Äëÿ äèñêðåòíîé ñ.â. ξ ñ òàáëèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ (8) èìååì
D ξ = M (ξ − a)2 =

m
∑

i=1

(xi − a)2 pi. (16)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �îðìóëà äëÿ äèñïåðñèè íåïðåðûâíîé ñ.â ξ ñ ïëîòíî-ñòüþ âåðîÿòíîñòè f(x) �
D ξ =

∫ +∞

−∞
(x − a)2 f(x) d x. (17)Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ èíòåðïðå-òàöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé êàê ðàñïðåäåëåíèå åäèíè÷íîé ìàññûíà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Òîãäà âûðàæåíèÿ (16) è (17) áóäóò ðàâíû ìîìåíòóèíåðöèè îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ x = a ñîîòâåòñòâåííî äëÿ äèñêðåòíîè íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ ìàññ.Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ìàòå-ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Áóäåì èìåòü

D ξ = M (ξ − a)2 = M (ξ2 − 2a ξ + a2) =

= M ξ2 − 2a M ξ + a2 = M (ξ2) − [M ξ]2. (18)Äëÿ äèñêðåòíîé ñ.â. �îðìóëà (18) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
D ξ =

m
∑

i=1

x2
i pi − a2,32



à äëÿ íåïðåðûâíîé ñ.â. � ñîîòâåòñòâåííî èíòåãðàëîì:
D ξ =

∫ +∞

−∞
x2 f(x) d x − a2.Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà äèñïåðñèè.1. Åñëè C � ïîñòîÿííàÿ, òî D C = 0.2. Äëÿ ïîñòîÿííîé C è ëþáîé ñ.â. ξ âåðíî ðàâåíñòâî D (Cξ) = C2 D ξ.3. Äëÿ ëþáûõ íåçàâèñèìûõ ñ.â. ξ è η, ïîÿâëÿþùèõñÿ â îäíîì èñïûòà-íèè, D(ξ + η) = D ξ + D η.4. Äëÿ ïîñòîÿííîé C è ëþáîé ñ.â. ξ âåðíî ðàâåíñòâî D (C + ξ) = D ξ.Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè òðåòüå ñâîéñòâî ðàñïðîñòðàíÿ-åòñÿ íà ñóììó êîíå÷íîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñ.â. ξi, i = 1, 2, · · · , m:

D
∑m

i=1 ξi =
∑m

i=1 D ξi.Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ ìàòåìà-òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è �îðìóëû (18).Â ñàìîì äåëå, D(C) = M(C2) − (M C)2 = C2 − C2 = 0,
D(Cξ) = M(C2ξ2) −

(

M(Cξ)
)2

= C2 M(ξ2) − C2(M ξ)2 = C2 D ξ.Ïðîâåðèì òðåòüå ñâîéñòâî. Âû÷èñëåíèÿ äàþò
D(ξ + η) = M(ξ + η)2 − [M(ξ + η)]2 =

= M(ξ2) + 2M(ξ η) + M(η2) − (M ξ)2 − 2(Mξ)(Mη) − (M η)2 =

= D ξ + D η + 2Mξ η − 2M ξ · M η. (19)Íî äëÿ íåçàâèñèìûõ ξ, η â ñèëó ÷åòâåðòîãî ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ èìååì M(ξ η) = M ξ ·M η. Ñòàëî áûòü, ïîñëåäíåå âûðàæåíèåâ (19) ðàâíî D ξ + D η, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Ñâîéñòâî 4 âûòåêàåò èç ñâîéñòâ 1 è 3, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî
ξ è C íåçàâèñèìûå ñ.â.* Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ ïóàññîíîâñêîé ñ.â. µ, èìåþùåé ìàòåìàòè÷å-ñêîå îæèäàíèå λ. Ïðèìåíèì �îðìóëó D µ = M (µ2) − (M µ)2. Ïîëó÷èì

D µ =
∞

∑

m=1

m2λ
m e−λ

m!
− λ2 =

λ · e−λ ·
∞

∑

m=1

m
λm−1

(m − 1)!
− λ2 =33



= λ · e−λ ·
(

λ ·
∞

∑

m=2

λm−2

(m − 2)!
+

∞
∑

m=1

λm−1

(m − 1)!

)

− λ2 =

= λ · e−λ
(

λeλ + eλ
)

− λ2 = λ.Èòàê, äèñïåðñèÿ ïóàññîíîâñêîé ñ.â. µ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì λðàâíà λ, D µ = λ.* Çàéìåìñÿ âû÷èñëåíèåì äèñïåðñèè è ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî îòêëî-íåíèÿ áèíîìèàëüíîé ñ.â. β =
∑n

k=1 Ik. Cíà÷àëà íàéäåì äèñïåðñèþ èí-äèêàòîðà Ik ïî �îðìóëå D Ik = M (I2
k) − (M Ik)

2. Áóäåì èìåòü
D Ik = 12 · p + 02 · (1 − p) − p2 = p(1 − p).Çàòåì, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè èíäèêàòîðîâ I1, I2, · · · , In, ìîæíî ïðèìå-íèòü ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà íåçàâèñè-ìûõ ñ.â. Ïîëó÷èì

Dβ =
n

∑

k=1

D Ik =
n

∑

k=1

p(1 − p) = n · p(1 − p).Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ áèíîìèàëüíîé ñ.â. β ðàâíà n · p(1 − p). Ñîîò-âåòñòâåííî åå ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ðàâíî √

n · p(1 − p).
§ 2.5. Êîððåëÿöèîííàÿ ñâÿçü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÏóñòü (ξ, η) � âåêòîðíàÿ ñ.â., åå êîìïîíåíòû ξ, η � ñëó÷àéíûå âåëè-÷èíû, êîòîðûå ìîãóò íàáëþäàòüñÿ â îäíîì èñïûòàíèè. Ïîëíàÿ êàðòèíàâçàèìíîé çàâèñèìîñòè êîìïîíåíò ýòîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà äàåòñÿ åãî�óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé F (x, y), îïðåäåëÿåìîé ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì. Âîçüìåì äâà ÷èñëà x, y è ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ A = {ξ <

x}, B = {η < y}. Òîãäà âåëè÷èíà F (x, y) ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé âåðîÿòíî-ñòè ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ñîáûòèé: F (x, y) = P (A · B) = P{ξ < x, η < y}.Äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé, îäíàêî, æåëàòåëüíî èìåòü áîëåå ïðî-ñòóþ è óäîáíóþ õàðàêòåðèñòèêó çàâèñèìîñòè ìåæäó äâóìÿ ñëó÷àéíûìèâåëè÷èíàìè. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ.1. Ìåæäó ξ è η ñóùåñòâóåò �óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü η = h(ξ),òî åñòü η äîëæíà ïðèíÿòü çíà÷åíèå h(x), åñëè â òîì æå èñïûòàíèè ξïðèíÿëà çíà÷åíèå x.2. ξ è η � íåçàâèñèìûå ñ.â., òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé êàæäîéèç ýòèõ âåëè÷èí íå çàâèñèò îò òîãî, êàêîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò âòîðàÿâåëè÷èíà. 34



3. Ìåæäó ξ è η íåò �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè, íî îíè òàêæå íåÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé êàæäîéèç ýòèõ âåëè÷èí çàâèñèò îò çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ äðóãîé âåëè÷èíîé.Òàêàÿ ñâÿçü ìåæäó ξ è η íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííîé.Ñëó÷àè 1 è 2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êðàéíèå, ïðåäåëüíûå äëÿ òðå-òüåãî � îáùåãî ñëó÷àÿ êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè.Óêàæåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñ.â., ìåæäó êîòîðûìè ìîæåò ñóùåñòâî-âàòü êîððåëÿöèîííàÿ ñâÿçü:* ξ � îñâåùåííîñòü ðàáî÷åãî ìåñòà, η � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà íàýòîì ðàáî÷åì ìåñòå;* ξ � êîëè÷åñòâî îñàäêîâ â ëåòíèå ìåñÿöû â äàííîì ðåãèîíå, η � ñî-áðàííûé â òîì æå ðåãèîíå óðîæàé;* ξ è η � ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå äâóõ ìèíåðàëîâ â îáðàçöàõ ðóäû èçîäíîãî ìåñòîðîæäåíèÿ;* ξ � ïðîöåíò õîðîøèõ, η � ïðîöåíò îòëè÷íûõ îöåíîê ó ñòóäåíòîâ âýêçàìåíàöèîííóþ ñåññèþ.Ïåðåéäåì òåïåðü ê áîëåå ñòðîãèì îïðåäåëåíèÿì. Ïóñòü ñ.â. ξ è η èìå-þò ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ a è b è ïîëîæèòåëüíûå äèñïåðñèè D ξ è
D η ñîîòâåòñòâåííî. Óäîáíîé è ïîëåçíîé êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòè-êîé ñâÿçè ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ñ.â. ÿâëÿåòñÿ êîý��èöèåíò êîððå-ëÿöèè, îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé

ρ(ξ, η) =
M(ξ − a) · (η − b)√

D ξ · D η
. (20)Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèèïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó [-1, 1℄. Äàëåå, â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ñ.â. ξ, ηâåëè÷èíû ξ − a, η − b òàêæå íåçàâèñèìû è â ñèëó ÷åòâåðòîãî ñâîéñòâàìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

M(ξ − a)(η − b) = M(ξ − a) · M(η − b) = (M ξ − a)(M η − b) = 0.Ñòàëî áûòü, â ýòîì ñëó÷àå êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí íóëþ, òî åñòü
ρ(ξ, η) = 0. Åñëè îäíàêî ρ(ξ, η) = 0, òî íå �àêò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûåñ.â. íåçàâèñèìû.Åñëè ρ(ξ, η) 6= 0, òî ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî ìåæäó ñ.â. ξ, η èìååò-ñÿ êîððåëÿöèîííàÿ çàâèñèìîñòü èëè êîððåëÿöèîííàÿ ñâÿçü. Åñëè æå
ρ(ξ, η) = 0, òî ñ.â. ξ, η íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè. Òàêèì îáðàçîì,äâå íåçàâèñèìûå ñ.â. ÿâëÿþòñÿ òàêæå íåêîððåëèðîâàííûìè.×èñëèòåëü äðîáè, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (20), íàçûâàåòñÿêîâàðèàöèåé ñ.â. ξ è η è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì cov(ξ, η).35



* Íàéäåì êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ñ.â. ξ è η = ξ2, åñëè P (ξ =
0) = 1/3, P (ξ = 1) = 1/2, P (ξ = −1) = 1/6. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ìàòå-ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

a = M ξ = 0 · 1/3 + 1 · 1/2 + (−1) · 1/6 = 1/3,

b = M (ξ2) = 01 · 1/3 + 12 · 1/2 + (−1)2 · 1/6 = 2/3.Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (ξ − a) è (η − b) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ −1/3, 2/3,
−4/3 è −2/3, 1/3 ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1 = 1/3, p2 = 1/2, p3 = 1/6 è q1 =
1/3, q2 = 2/3 ñîîòâåòñòâåííî. Òåïåðü ìîæíî íàéòè äèñïåðñèè:
D ξ = M((ξ−a)2) = (−1/3)2 ·(1/3)+(2/3)2 ·(1/2)+(−4/3)2 ·(1/6) = 5/9,

D η = M((η − b)2) = (−2/3)2 · (1/3) + (1/3)2 · (2/3) = 2/9.Êâàäðàòíûé êîðåíü èç ïðîèçâåäåíèÿ äèñïåðñèé, ñòîÿùèé â çíàìåíàòåëåïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (20), ðàâåí √
10/9.Ïðîèçâåäåíèå ñ.â. ξ − a è η − b åñòü ñ.â. ζ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ

2/9, −4/9, 8/9, −1/9, 2/9, −4/9 ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1/9, 1/6, 1/18, 2/9,
1/3, 1/9 ñîîòâåòñòâåííî. Îáúåäèíÿÿ îáùèå çíà÷åíèÿ, ïðèäåì ê çàêîíó
P (ζ = −4/9) = 5/18, P (ζ = −1/9) = 2/9, P (ζ = 2/9) = 4/9,
P (ζ = 8/9) = 1/18. Êîâàðèàöèÿ ñ.â. ξ, η, ðàâíàÿ ÷èñëèòåëþ äðîáè âïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (20), ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî �îðìóëå

cov(ξ, η) = M ζ = (−4/9) · (5/18) + (−1/9) · (2/9) + (2/9) · (4/9)+

+(8/9) · (1/18) = 0.Ñòàëî áûòü, äàííûå ñ.â. ξ è ξ2 ìåæäó ñîáîé íå êîððåëèðóþò. Âïðî÷åì,âñå ýòî ïðÿìî ñëåäóåò èç �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè η = ξ2.
§ 2.6. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Íàéòè òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñ.â. η = sin(πξ/3), ãäå

ξ � ÷èñëî î÷êîâ, âûïàäàþùåå ïðè áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè.2. Ïîñòðîèòü ãðà�èê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñ.â. η èçïðåäûäóùåé çàäà÷è.3. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñ.â. η èç çàäà÷è1. 4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå[0, 1℄. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ.â. η = −ξ2 + 3ξ − 2.36



5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî åñòü
Fξ(x) = 1 − e−a x, åñëè x > 0,è Fξ(x) = 0 ïðè x < 0.a) Íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåð-ñèþ ξ.á) Íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñ.â. η = a−1 · ln ξ.6. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòåé Fξ(x), ðàâíóþ íóëþ ïðè x < −1, åäèíèöå ïðè x > 1 è

a + b arcsin x ïðè −1 6 x 6 1. Íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a è b, àòàêæå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñ.â. ξ. Èçîáðàçèòü ýñêèçûãðà�èêîâ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è åå ïëîòíîñòè.7. Â åäèíè÷íûé êâàäðàò Q = {0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1} íàóäà÷óáðîøåíà òî÷êà A(ξ, η). Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ýòîé òî÷êè â êàêóþ-ëèáî÷àñòü D êâàäðàòà ðàâíà ïëîùàäè D. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîðíèêâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà x2 + ξx + η äåéñòâèòåëüíû.8. Ïðèâåñòè ïðèìåð çàâèñèìûõ ñ.â. ξ, η, äëÿ êîòîðûõ ρ(ξ, η) = 0.
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Âñå âåðÿò â íîðìàëüíûé çàêîí: ìàòåìàòèêè � ïîòîìó,÷òî äóìàþò , ÷òî �èçèêè íàáëþäàþò åãî íà îïûòå;�èçèêè æå � ïîòîìó, ÷òî äóìàþò, ÷òî ìàòåìàòèêèñïîñîáíû äîêàçàòü òåîðåòè÷åñêè, ÷òî íîðìàëüíûéçàêîí äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ.À. Ïóàíêàðå�ëàâà IIIÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ
§ 3.1. Íåðàâåíñòâà ×åáûøåâàÂ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âàæíóþ ðîëü èãðàþò íåêîòîðûå âèäû íåðà-âåíñòâ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Çäåñü áóäóò äîêàçàíû äâà íåðàâåíñòâà,îòêðûòûå åùå â XIX âåêå âåëèêèì ðóññêèì ìàòåìàòèêîì Ï.Ë.×åáûøå-âûì.Ïóñòü ξ � êàêàÿ-ëèáî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ×åáû-øåâà èìååò âèä

P (|ξ| > ε) 6
M |ξ|

ε
(1)è ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε.Ëåâàÿ ÷àñòü (1) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ñ.â. ξ â ýêñïåðè-ìåíòå îêàæåòñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áîëüøèì èëè ðàâíûì ε. Äëÿäîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì èíäèêàòîðû IA è IĀ äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõñîáûòèé A = {|ξ| > ε} è Ā = {|ξ| < ε}. ßñíî, ÷òî A + Ā = E � äî-ñòîâåðíîå ñîáûòèå, ïîýòîìó IA + IĀ = IE = 1. Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿäàþò:

|ξ| = |ξ| · IE = |ξ|(IA + IĀ) > |ξ| · IA > ε · IA,òî åñòü |ξ| > ε · IA. Áåðÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãîíåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
M |ξ| > ε · P (A) = ε · P (|ξ| > ε).38



Ïîñëå äåëåíèÿ êðàéíèõ âûðàæåíèé íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëüíîå ε ïðè-õîäèì ê ïåðâîìó íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà (1).Ïðèìåíèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà ê ñ.â. η = (ξ −M ξ)2. Ïîëó-÷èì
P ((ξ − M ξ)2

> δ2) 6
M(ξ − M ξ)2

δ2
.Âìåñòî ε íàçíà÷èëè ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ2. Âåëè÷èíó M (ξ − M ξ)2 â÷èñëèòåëå ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà çàìåíèì íà äèñïåðñèþ D ξ, à â ëå-âîé ÷àñòè ñòîÿùåå ïîä çíàêîì P ñîáûòèå (ξ − M ξ)2 > δ2 çàìåíèì íàðàâíîñèëüíîå ñîáûòèå |ξ − M ξ| > δ. Â èòîãå ïîëó÷èì âòîðîå íåðàâåí-ñòâî ×åáûøåâà â �îðìå

P (|ξ − M ξ| > δ) 6
D ξ

δ2
. (2)Íåðàâåíñòâî (2) âåðíî äëÿ ëþáîé ñ.â. ξ ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé D ξ è äëÿëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà δ.Èç (2) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ B = {|ξ−M ξ| <

< δ}. Èìååì
P (B) = 1 − P (B̄) = 1 − P (|ξ − M ξ| > δ) > 1 − D ξ

δ2
,òî åñòü

P (|ξ − M ξ| < δ) > 1 − D ξ

δ2
. (3)Ýòî � äðóãàÿ �îðìà âòîðîãî íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà, ðàâíîñèëüíàÿ (2).* Ñ ïîìîùüþ âòîðîãî íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà îöåíèì âåðîÿòíîñòü òî-ãî, ÷òî ïðè 1000 áðîñàíèÿõ ìîíåòû ÷èñëî âûïàäåíèé îðëà áóäåò çàêëþ-÷åíî ìåæäó 450 è 550. Òàê êàê âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ îðëà è ðåøêèâ îäíîì èñïûòàíèè ðàâíû 1/2, ÷èñëî èñïûòàíèé n = 100, à èñïûòà-íèÿ íåçàâèñèìû, òî ìû èìååì äåëî ñ áèíîìèàëüíîé ñ.â. β. Åå ìàòåìà-òè÷åñêîå îæèäàíèå M β ðàâíî np = 1000 · (1/2) = 500, à äèñïåðñèÿ

D β = n p(1 − p) = 250. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî δ = 50. Íåðàâåíñòâî (3)äàåò
P (|β − 500| < 50) 6

250

502
= 0.1.Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0.1.

§ 3.2. Òåîðåìû ×åáûøåâà è ÁåðíóëëèÍåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ïîçâîëÿþò ïðîñòî äîêàçàòü íåêîòîðûå ïðå-äåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ñðåäíèå àðè�ìåòè÷åñêèå39



ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn} íåçàâèñèìûõ ñ.â. â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíè ìî-ãóò ïîÿâëÿòüñÿ â îäíîòèïíûõ èñïûòàíèÿõ. Ïóñòü ξ1, ξ2, · · · íåçàâèñèìûè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè M ξk = a èêîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè D ξk = σ2, k = 1, 2, · · · . Ñðåäíåå àðè�ìåòè-÷åñêîå n òàêèõ ñ.â îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ζn. Òî åñòü ζn = (1/n)
∑n

k=1 ξk.Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåM ζ = (1/n)
∑n

k=1 M ξk = a, äèñïåðñèÿD ζ =
n−2

∑n
k=1 D ξk = σ2/n. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòè �àêòû, èç íåðàâåí-ñòâà (3) íàõîäèì:

P
(
∣

∣

∣

ξ1 + ξ2 + · · · + ξn

n
− a

∣

∣

∣
< δ

)

=

= P
(

|ζn − a| < δ
)

> 1 − D ζn

δ2
> 1 − σ2

nδ2
.Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ â ýòîì íåðàâåíñòâå äàåò ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

P
(
∣

∣

∣

ξ1 + ξ2 + · · · + ξn

n
− a

∣

∣

∣
< δ

)

= 1, (4)êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì δ > 0. Äîêàçàíà òåîðåìà, íàçûâàåìàÿçàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå ×åáûøåâà.Òåîðåìà ×åáûøåâà.Åñëè ξ1, ξ2, · · · îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è íåçà-âèñèìû, M ξi = a, D ξi = σ2 < ∞ äëÿ âñåõ i = 1, 2, · · · , òî ñðåäíèåàðè�ìåòè÷åñêèå
ζn =

ξ1 + ξ2 + · · · + ξn

nñòðåìÿòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê M ζn = a ïðè n → ∞, òî åñòü ïðè ëþáîì
δ > 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (4). Èñòîðè÷åñêè ïåðâîéòåîðåìîé, âûðàæàþùåé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ èñïûòàíèé Áåðíóëëè,ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû×åáûøåâà.Òåîðåìà Áåðíóëëè. Ïóñòü βn � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõÁåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p, 0 < p < 1, â êàæäîì èñïûòàíèè.Òîãäà ïðè ëþáîì δ > 0

lim
n→∞

P
{

∣

∣

∣

βn

n
− p

∣

∣

∣
6 δ

}

= 1. (5)Äåéñòâèòåëüíî, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü βn êàê ñóììó èíäèêàòîðîâ Ikóñïåõîâ â k-ì èñïûòàíèè Áåðíóëëè. Òàê êàê M Ik = p è D Ik = p(1 − p)40



äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k, òî ê ñ.â.
ζn =

βn

n
=

1

n

n
∑

k=1

Ikïðèìåíèìà òåîðåìà ×åáûøåâà. Òåîðåìà Áåðíóëëè äîêàçàíà. Ñîîòíîøå-íèå (5) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ n ðàçíîñòü ìåæäó îòíîñèòåëüíîé÷àñòîòîé βn/n è âåðîÿòíîñòüþ p óñïåõà â îòäåëüíîì èñïûòàíèè Áåðíóë-ëè ìàëà ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê 1. Èíûìè ñëîâàìè, óêàçàííàÿ îòíî-ñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê
p. Ýòî ïîëåçíî ñðàâíèòü ñî ñòàòèñòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè,äàííûì â ïåðâîé ãëàâå.Â óñëîâèÿõ, êîãäà ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíûõ÷àñòîò, ìîæíî ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèé ïðèíöèï: ïðè åäèíè÷íîì èñïûòà-íèè ìàëîâåðîÿòíîå ñîáûòèå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ñ÷èòàÿ ñåðèþèç n èñïûòàíèé Áåðíóëëè çà åäèíè÷íîå èñïûòàíèå è âûáèðàÿ δ > 0 òà-êèì îáðàçîì, ÷òîáû

D βn

n2δ2
=

p(1 − p)

n δ2áûëî ìàëî, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî |βn/n− p| > δ ïðàê-òè÷åñêè íåâîçìîæíî.Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, âîïðîñ î òîì, êàêèå âåðîÿòíîñòè ñ÷èòàòüìàëûìè, çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ïðèêëàäíîé çàäà÷è è íå ìîæåò áûòüðåøåí ñðåäñòâàìè îäíîé ëèøü òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
§ 3.3. Òåîðåìà Ïóàññîíà î ðåäêèõ ñîáûòèÿõÁèíîìèàëüíàÿ ñ.â. βn ñ âåðîÿòíîñòüþ p óñïåõà â êàæäîì èç n èñïûòà-íèé èìååò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P (βn = m) = Cm

n · pm qn−mäëÿ m = 0, 1, 2, · · · , n, ãäå q = 1 − p.* Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðàñûâàåòñÿ 12000 ðàç. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü Pòîãî, ÷òî ÷èñëî øåñòåðîê áóäåò ëåæàòü â ïðîìåæóòêå (1800, 2100℄?Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà
P =

∑

1800<m62100

Cm
12000

(1

6

)m(5

6

)n−m

.Ïîíÿòíî, ÷òî òî÷íîå âû÷èñëåíèå ýòîé ñóììû ïðåäñòàâëÿåò âåñüìà òðóäî-åìêóþ çàäà÷ó äàæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà. Äåëîâ òîì, ÷òî â ÷èñëî ñî÷åòàíèé Cm
n âõîäÿò �àêòîðèàëû m!, n!, (n−m)!, òàê41



÷òî çíà÷åíèÿ Cm
n î÷åíü âåëèêè, â òî âðåìÿ êàê âåëè÷èíû pm qn−m î÷åíüìàëû. Ïðè âû÷èñëåíèè òåõ è äðóãèõ âåëè÷èí, à òàêæå èõ ïðîèçâåäåíèéè ñóìì ïðîèçâåäåíèé íóæíî ñëåäèòü, ÷òîáû íå áûëî ïåðåïîëíåíèé ïðèðàáîòå ÏÊ. Íåò ñìûñëà ñîñòàâëÿòü òàáëèöû çíà÷åíèé ïîäîáíûõ âåðîÿò-íîñòåé: îíè ãðîìîçäêè è íåóäîáíû äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ.Ïîñêîëüêó ñõåìà íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñëóæèò âåðîÿò-íîñòíîé ìîäåëüþ ìíîãèõ ðåàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé, ïðåäñòàâëÿåòçíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ çàäà÷à î íàõîæäåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë,ïîçâîëÿþùèõ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü âåëè÷èíûâèäà Cm

n pm qn−m è èõ ñóììû. Îäíà èç ïåðâûõ òåîðåì â ýòîì íàïðàâëåíèèäîêàçàíà �ðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ñ.Ä. Ïóàññîíîì.Ñîäåðæàíèåì åå ñëóæèò ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè
P (βn = m) áèíîìèàëüíîé ñ.â. βn â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî èñïûòàíèé nâåëèêî, à âåðîÿòíîñòü p íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A � óñïåõà, � íàïðîòèâ,ìàëà, òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå n p îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì íåêîòîðîìó ÷èñëó λ,íå çàâèñÿùåìó îò n. Ñîáûòèÿ òàêîãî òèïà ïðèíÿòî íàçûâàòü ðåäêèìè ñî-áûòèÿìè. Ñèòóàöèþ ïðåäïî÷òèòåëüíî îïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Âìåñòî áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ ïî-ñòîÿííîé âåðîÿòíîñòüþ îñóùåñòâëåíèÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ A ðàññìîò-ðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäëèíÿþùèõñÿ ñåðèé èñïûòàíèé, òàêèõ, ÷òî âêàæäîé èç ñåðèé èñïûòàíèÿ íåçàâèñèìû è âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íà-áëþäàåìîãî ñîáûòèÿ â ïðåäåëàõ êàæäîé ñåðèè ñîõðàíÿåò îäíî è òî æåçíà÷åíèå p = λ/n, ãäå n � ÷èñëî èñïûòàíèé â ýòîé ñåðèè.Òåîðåìà Ïóàññîíà. Ïóñòü äàíà îïèñàííàÿ âûøå ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ñåðèé íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé. Åñëè â ñåðèè èç n èñïûòàíèéâåðîÿòíîñòü P (A) = p óñïåõà äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî èñïûòàíèÿ ïî-ñòîÿííà è ðàâíà λ/n, à ÷èñëî óñïåõîâ â ïðåäåëàõ òàêîé ñåðèè ðàâíî βn,òî

P (βn = m) → λm · e−λ

m!
ïðè n → ∞, (6)ãäå λ > 0 � äàííîå, íå çàâèñÿùåå îò n ÷èñëî. Áîëåå ñòðîãî, ðå÷ü èäåò îñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà ïî âåðîÿòíîñòè (à íå ïðåäåëà â ñìûñëå êëàññè÷å-ñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà). Ñòàëî áûòü, òåîðåìà Ïóàññîíà óòâåð-æäàåò, ÷òî â ñëó÷àå ðåäêèõ ñîáûòèé àñèìïòîòèêîé áèíîìèàëüíîé ñ.â.

βn ïðè n → ∞ ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêàÿ ñ.â. µ ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòåé
P (µ = m) =

λm · e−λ

m!
, m = 0, 1, 2, · · · .42



Ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (6) âûòåêàåò èç âîçìîæíîñòè çàïèñàòü P (βn =
m) â âèäå

Cm
n pm · qn−m =

(n p)m

m!

(

1 − 1

n

)(

1 − 2

n

)

· · ·
(

1 − m − 1

n

)

(1 − p)n−mè ó÷åñòü, ÷òî ïðè n → ∞ è n p → λ ïðåäåë (1 − p)n−m ðàâåí ïðåäåëó
(1 − λ/n)n, à ïîñëåäíèé ïðåäåë ðàâåí e−λ.* Â ïàðòèè èç 1000 èçäåëèé èìååòñÿ 8 áðàêîâàííûõ. Èç ýòîé ïàðòèèâûáèðàåòñÿ íàóäà÷ó 100 øòóê. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âû-áðàííûõ èçäåëèé: a) íåò áðàêà; á) òî÷íî îäíî áðàêîâàííîå èçäåëèå; â)òî÷íî äâà áðàêîâàííûõ èçäåëèÿ.Âåðîÿòíîñòü p âûáîðà áðàêîâàííîãî èçäåëèÿ èç äàííîé ïàðòèè â ðå-çóëüòàòå îäíîãî èñïûòàíèÿ ðàâíà 0.008. Çíà÷èò, ìû èìååì äåëî ñ ðåäêèìñîáûòèåì. Èñïûòàíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè. Òîãäà ìîæíî âîñ-ïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåíèåì Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ = 100 · 0.008, òîåñòü λ = 0.8. Â ñëó÷àå à) ïîëó÷àåì P (µ = 0) = e−0.8/0! ≈ 0.45; â ñëó-÷àå á) � P (µ = 1) = 0.8 · e−0.8/1! ≈ 0.36; â ñëó÷àå â) � P (µ = 2) =
(0.8)2 · e−0.8/2! ≈ 0.144.

§ 3.4. Íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.Òåîðåìû Ìóàâðà � ËàïëàñàÅñëè óñïåõ íå ÿâëÿåòñÿ ðåäêèì ñîáûòèåì, òî âìåñòî òåîðåìû Ïóàññîíàèñïîëüçóþò ëîêàëüíóþ èëè èíòåãðàëüíóþ òåîðåìû Ìóàâðà � Ëàïëàñà.Ïóñòü βn � áèíîìèàëüíàÿ ñ.â. Òîãäà íîðìèðîâàííàÿ áèíîìèàëüíàÿ ñëó-÷àéíàÿ âåëè÷èíà βo
n îïðåäåëÿåòñÿ êàê

βo
n =

βn − M βn√
D βn

=
βn − n · p√

n p q
.Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî M βo

n = 0, D βo
n = 1. Ýòè ñâîéñòâà ñïðà-âåäëèâû äëÿ ëþáîé íîðìèðîâàííîé ñ.â. µo = (µ − M µ)/

√
D µ: M µo =

0, D µo = 1.Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå èñêëþ÷èòåëü-íóþ ðîëü èãðàåò îòêðûòûé âåëèêèì íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ê.Ô. �àóñ-ñîì êëàññ N(a, σ) íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn ñ ïëîòíîñòÿìèâåðîÿòíîñòåé âèäà
p(x) =

1

σ
√

2 π
· e−(x−a)

2
/2σ2

. (7)Òàêèå ñ.â. ξn íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè èëè ãàóññîâûìè ñëó÷àéíûìè âå-ëè÷èíàìè ñ ïàðàìåòðàìè a è σ. 43



Çàìåòèì, ÷òî öèòèðîâàííîå âûøå âûñêàçûâàíèå Ïóàíêàðå îòíîñèòñÿê íà÷àëó ÕÕ âåêà. Ïðîøåäøèå ñòî ëåò ïðèíåñëè ìíîãî íîâûõ ðåçóëüòà-òîâ, êîòîðûå, ïîæàëóé, òîëüêî óêðåïèëè âåðó â íîðìàëüíûé çàêîí, íîâìåñòå ñ òåì áîëåå ÷åòêî îáîçíà÷èëè ãðàíèöû åãî ïðèìåíèìîñòè.Ïàðàìåòðû íîðìàëüíîé ñ.â. ξn èìåþò âïîëíå îïðåäåëåííûé âåðîÿò-íîñòíûé ñìûñë: M ξn = a, D ξn = σ2.* Ïðåæäå ÷åì äîêàçàòü ýòî, âû÷èñëèì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ èíòåãðàëà
J1 =

∫ +∞

−∞
e−t2/2 d t, J2 =

∫ +∞

−∞
t2 e−t2/2 d t.Áóäåì èìåòü

J2
1 =

∫ +∞

−∞
e−x2/2 d x ·

∫ +∞

−∞
e−y2/2 d y =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−(x2+y2)/2 d x d y.Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì

J2
1 =

∫ 2π

0

d ϕ

∫ +∞

0

e−ρ2/2 ρ d ρ.Âíóòðåííèé èíòåãðàë ∫ +∞
0 e−ρ2/2 ρ d ρ ðàâåí 1. Ñëåäîâàòåëüíî, J2

1 =

=
∫ 2π

0 d ϕ = 2 π è J1 =
√

2 π. Òåïåðü íàéäåì èíòåãðàë J2. Ïðèìåíÿÿ�îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðè u = t, v = −e−t2/2, ïîëó÷èì
J2 =

(

−t e−t2/2
)
∣

∣

∣

+∞

−∞
+J1.Âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó Ëîïè-òàëÿ. Îí ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó J2 =

√
2 π. Âåðíåìñÿ ê âû÷èñëåíèþ M ξnè D ξn. Â âûðàæåíèè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

M ξn =

∫ +∞

−∞
x p(x) d x =

1

σ
√

2 π

∫ +∞

−∞
x e−(x−a)2/2σ2

d xñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ t = (x − a)/σ. Áóäåì èìåòü
M ξn =

1√
2 π

∫ +∞

−∞
(σ t + a) e−t2/2 d t =

=
σ√
2π

∫ +∞

−∞
te−t2/2dt +

a√
2π

∫ ∞

∞
e−t2/2dt = a.44



Ïðåäïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé. Ïîñëåäíèé æå ñëàãàåìîå ðàâíî a, ïîñêîëüêó J1 =√
2 π. Èòàê, M ξn = a.Â âûðàæåíèè äëÿ äèñïåðñèè
D ξn =

∫ +∞

−∞
(x − a)2 p(x) d x =

1

σ
√

2 π

∫ +∞

−∞
(x − a)2 e−(x−a)2/2σ2

d xñäåëàåì òó æå çàìåíó ïåðåìåííîé è ïîëó÷èì
D ξn =

σ2

√
2 π

∫ +∞

−∞
t2 e−t2/2.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå çíà÷åíèå èíòåãðàëà J2, ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëü-íîìó ðåçóëüòàòó D ξn = σ2. Íîðìèðîâàííàÿ ãàóññîâà ñ.â. ξo

n = (ξn − a)/σïðèíàäëåæèò êëàññó N(0, 1) è èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
p(x) =

1√
2 π

e−x2/2. (8)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξo
n
(x), íàçû-âàåìàÿ èíòåãðàëîì âåðîÿòíîñòåé, îáîçíà÷àåòñÿ íèæå ñèìâîëîì Ψ(x) èïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Ψ(x) =
1√
2 π

∫ x

−∞
e−u2/2 d u. (9)Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë âåðîÿòíîñòåé Ψ(x), êàê è ñâÿçàííàÿ ñ íèì �óíê-öèÿ Ëàïëàñà

Φ(x) =
1√
2 π

∫ x

0

e−u2/2 d u = Ψ(x) − 0.5,íå îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé. Òàáëèöû çíà÷åíèé �óíê-öèè Ëàïëàñà ëèáî èíòåãðàëà âåðîÿòíîñòåé ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ ó÷åá-íûõ ïîñîáèÿõ è ñïðàâî÷íèêàõ [3�13℄. �åêîìåíäóåòñÿ òàêæå èñïîëüçîâàòüñïåöèàëüíûå ïàêåòû ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ.Ïîëåçíî çíàòü, êàê âûãëÿäÿò ãðà�èêè �óíêöèé (8), (9). Ïåðâûé ãðà-�èê � êðèâàÿ �àóññà � ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò, ðàñïî-ëîæåí íàä îñüþ àáñöèññ, èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì â íà÷àëå êîîð-äèíàò x = 0, ðàâíûé 1/
√

2 π ≈ 0.4. Êðîìå òîãî, îñü àáñöèññ ÿâëÿåòñÿàñèìïòîòîé êðèâîé �àóññà ïðè x → ±∞ (ñì. ðèñ. 2).45



�èñ. 2�ðà�èê �óíêöèè Ψ(x) ðàñïîëîæåí ìåæäó îñüþ àáñöèññ è ãîðèçîí-òàëüíîé ïðÿìîé y = 1 è èìååò äâå ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû. Ôóíêöèÿ
Ψ(x) âîçðàñòàåò íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé îò ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ y = 0ïðè x → −∞ äî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ y = 1 ïðè x → +∞ (ñì. ðèñ. 3).

�èñ. 3Íà ïðîìåæóòêå (−∞, 3] çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà âåðîÿòíîñòåé ïîëîæè-òåëüíû è íå ïðåâîñõîäÿò 0.00135, à íà ïðîìåæóòêå [3, ∞) îíè ìåíüøå1 è ïðåâîñõîäÿò 0.99865. Ïðàêòè÷åñêè äîñòàòî÷íî èìåòü òàáëèöó çíà÷å-íèé Ψ(x) (èëè �óíêöèè Ëàïëàñà Φ(x)) íà ñåãìåíòå [-3, 3℄. Òåïåðü ìûïîäãîòîâëåíû ê òîìó, ÷òîáû äàòü �îðìóëèðîâêó ëîêàëüíîé ïðåäåëüíîé46



òåîðåìû Ìóàâðà � Ëàïëàñà îá àñèìïòîòèêå çíà÷åíèÿ íîðìèðîâàííîé áè-íîìèàëüíîé ñ.â. βo
n.Òåîðåìà. Ïóñòü â ñõåìå Áåðíóëëè èñïûòàíèé ñ ïîñòîÿííîé âåðî-ÿòíîñòüþ p óñïåõà ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå σ =

√
npq ñòðå-ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè n → ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîé íàïåðåä íàçíà-÷åííîé ïîñòîÿííîé C > 0 äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ βo

n = (m − n p)/σ,òàêîãî, ÷òî |(m − n p)/σ| 6 C, äëÿ âåðîÿòíîñòè P (βn = m) = P (βo
n =

(m − n p)/σ) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà
P (βn = m) ≈ 1√

2 π n p q
e−x2/2, (10)ãäå x = xm,n = (m − n p)/σ. Èíûìè ñëîâàìè, ðàçíîñòü ìåæäó ëåâîé èïðàâîé ÷àñòÿìè �îðìóëû (10) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞.Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â áîëåå ïîäðîáíûõ êóðñàõ òåîðèè âåðî-ÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ óêàçàíèåì îòîì, ÷òî â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ëåæèò èçâåñòíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïðè

n → ∞ �îðìóëà Ñòèðëèíãà
n! = nn · e−n ·

√
2 π n(1 + εn),ãäå 0 < εn < 1/(12n).* �àññìîòðèì ñåðèþ èç n = 1000 ïîäáðàñûâàíèé ìîíåòû. Òðåáóåòñÿíàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îðåë âûïàäåò ðîâíî 500 ðàç.Â äàííîì ñëó÷àå p = q = 1/2,

xmn =
500 − 1000 · (1/2)

√

1000 · (1/2) · (1/2)
= 0.Ñòàëî áûòü, ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èñêîìîé âåðîÿòíîñòè â ñèëó ëîêàëü-íîé òåîðåìû Ìóàâðà � Ëàïëàñà ðàâíî

P (β1000 = 500) ≈ 1
√

2 π · 1000 · (1/2) · (1/2)
≈ 0.02523.Íàéäåííîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè îêàçàëîñü íåáîëüøèì, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿòðåáîâàíèåì òî÷íîãî ñîâïàäåíèÿ áèíîìèàëüíîé ñ.â. ñ íàçíà÷åííûì ÷èñ-ëîì m = 500. Îäíàêî åñëè âèäîèçìåíèòü çàäà÷ó òàê, ÷òîáû òðåáîâàëîñüíàéòè âåðîÿòíîñòü P (m1 6 βn 6 m2), ãäå m1, m2 � çàäàííûå ãðàíèöû,òî åå âåëè÷èíà óæå íå áóäåò ìàëîé, ñêîëü áû áîëüøèì íè áûëî ÷èñëî47



èñïûòàíèé n. Ïðè ýòîì ãðàíèöû ïðåäïîëàãàþòñÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîìñâÿçàííûìè ñ n, à èìåííî:
−C 6 xm1, n < xm2, n 6 C,ãäå C � íàïåðåä çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.Âåðîÿòíîñòè P (m1 6 βn 6 m2) è P (xm1, n 6 βo

n 6 xm2, n) ñîâïàäà-þò, è ïî òåîðåìå ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé ìîæíîçàïèñàòü
P (m1 6 βn 6 m2) =

∑

m16m6m2

P (βn = m), (11)ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì çíà÷åíèÿì m, ïðèíàäëåæàùèì îòðåçêó
[m1, m2]. Îòâå÷àþùèå èì çíà÷åíèÿ xm,n = (m − n p)/

√
n p q ïðèíàäëå-æàò îòðåçêó [xm1, n, xm2, n]. Ïîýòîìó êàæäîå xm,n èç ýòîãî ïðîìåæóòêàïîä÷èíåíî îãðàíè÷åíèþ |xm,n| 6 C, è ìû âïðàâå ïðèìåíèòü äëÿ ïðèáëè-æåííîãî âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè P (βn = m) ëîêàëüíóþ òåîðåìó Ìóàâðà� Ëàïëàñà. Òîãäà (11) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

P (m1 6 m 6 m2) =
1√
2 π

∑

xm, n∈[xm1, n, xm2, n]

e−x2

m, n/2 · 1√
n p q

+

+
∑

αm,n, (12)ãäå αm,n �ðàçíîñòü ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè â (9) è ïîñëåäíÿÿñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå m, òàêèå, ÷òî m1 6 m 6 m2. Ïðèíèìàÿâî âíèìàíèå, ÷òî
∆xm,n = xm+1, n − xm,n =

=
m + 1 − n p√

n p q
− m − n p√

n p q
=

1√
n p q

,ïåðåïèøåì (12) êàê
P (m1 6 m 6 m2) =

1√
2 π

∑

xm, n∈[xm1, n, xm2, n]

e−x2

m, n/2·∆xm,n+
∑

αm,n. (13)Ïåðâàÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (13) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíóþ ñóì-ìó äëÿ èíòåãðàëà
∫ xm2, n

xm1, n

e−x2/2 d x.Äàëåå, ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé òåîðåìû Ìóàâðà � Ëàïëàñà ñî-äåðæèò â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïóíêòîâ îáîñíîâàíèå óòâåðæäåíèÿ î òîì,48



÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n âûïîëíÿåòñÿ íåðà-âåíñòâî |αm,n| < ε äëÿ êàæäîãî m, òàêîãî, ÷òî |xm,n| 6 C. Çíà÷èò,ïîñëåäíÿÿ ñóììà â (13) ñòàíîâèòñÿ ïðîèçâîëüíî ìàëîé ïðè äîñòàòî÷-íî áîëüøèõ íîìåðàõ n. Âûïîëíèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â �îðìóëå (13),ïîëó÷èì
lim
n→∞

P (m1 6 m 6 m2) =
1√
2 π

∫ xm2, n

xm1, n

e−x2/2 d x.Èòàê, äîêàçàíà èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà � Ëàïëàñà.Òåîðåìà. Ïóñòü x1, x2 � çàäàííûå ÷èñëà, x1 < x2. Âåðîÿòíîñòü
P (x1 6 (βn − n p)/

√
n p q 6 x2) òîãî, ÷òî ÷èñëî óñïåõîâ βn â ñåðèè nèñïûòàíèé ïî ñõåìå Áåðíóëëè îêàæåòñÿ ðàâíûì êàêîìó-ëèáî èç ÷èñåë

m, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì x1 6 (m− n p)/
√

n p q 6 x2, èìååòïðè n → ∞ ïðåäåë
lim
n→∞

P (x1 6 βo
n 6 x2) =

1√
2 π

∫ x2

x1

e−x2/2 d x. (14)Íà ïðàêòèêå �îðìóëó (14) èñïîëüçóþò êàê òî÷íóþ, ïðåíåáðåãàÿ âîç-ìîæíîé ìàëîé îøèáêîé, óæå â ñëó÷àÿõ, êîãäà n p q äîñòèãàåò íåñêîëüêèõäåñÿòêîâ, õîòÿ îíà èìååò ïðåäåëüíûé õàðàêòåð. Èíòåãðàë â (14) óäîáíîâû÷èñëÿòü ïî �îðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà:
1√
2 π

∫ x2

x1

e−x2/2 d x = Φ(x2) − Φ(x1), (15)ãäå Φ(x) � �óíêöèÿ Ëàïëàñà. Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ òåîðåìû Ìó-àâðà-Ëàïëàñà ïðè áîëüøèõ n ñïðàâåäëèâà ïðèáëèæåííàÿ �îðìóëà
P (m1 6 βn 6 m2) ≈ Φ(x2) − Φ(x1). (16)Â Ïðèëîæåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêàÿ òàáëèöà çíà÷åíèé �óíêöèè Ëàïëàñà(òàáë. I). Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî åñëè â äàííîé çàäà÷å äëÿ îöåíêèâåðîÿòíîñòè ìîæíî ïðèìåíèòü êàê òåîðåìó ×åáûøåâà, òàê è èíòåãðàëü-íóþ òåîðåìó Ìóàâðà � Ëàïëàñà, òî ïðåäïî÷òåíèå íóæíî îòäàòü áîëååòî÷íîé òåîðåìå Ìóàâðà � Ëàïëàñà.* Ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ n = 400 ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî÷èñëî m âûïàäåíèé îðëà áóäåò ëåæàòü â ïðåäåëàõ îò m1 = 194 äî m2 =

208. 49



Çäåñü p = q = 1/2, n p = 200, n p q = 100, x1 = m1−n p√
n p q = 194−200

10 =

−0.6, x2 = m2−n p√
n p q = 208−200

10 = 0.8.Â ñèëó èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Ìóàâðà � Ëàïëàñà
P (194 6 m 6 208) ≈ 1√

2 π

∫ 0.8

−0.6

e−u2/2 d u = Φ(0.8) − Φ(−0.6) ≈ 0.5139.Çàìå÷àíèå. Áîëåå òî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òîîøèáêà ïðè ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè P (m1 6 βn 6 m2) áóäåò ñóùå-ñòâåííî ìåíüøåé, åñëè âìåñòî �îðìóëû (16) èñïîëüçîâàòü óòî÷íåííóþ�îðìóëó
P (m − 1 6 βn 6 m2) ≈ Φ(x̂2) − Φ(x̂1), (17)ãäå
x̂1 =

m1 − 1
2 − n p

√
n p q

, x̂2 =
m2 + 1

2 − n p
√

n p q
.Ïðè n ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñîòåí �îðìóëà (17) äàåò òî÷íîñòü äî òðåõ �÷åòûðåõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Îáû÷íî ïðèìåíÿåìàÿ �îðìóëà (16) òà-êîé òî÷íîñòè íå äàåò. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξk}, k = 1, 2, · · · , îäèíàêî-âî ðàñïðåäåëåííûõ íåçàâèñèìûõ ñ.â. (M ξk = a, D ξk = σ2) íàçûâàåò-ñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé, åñëè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè íîðìèðîâàííûõ ñ.â. ξo

k = (ξk − a)/σ âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîåñîîòíîøåíèå
lim k→∞ P (x1 6 ξo

k 6 x2) = Φ(x2) − Φ(x1),êàêîâû áû íè áûëè x1, x2 ∈ R, x1 < x2.Èìååòñÿ â âèäó ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè. Â îïèñàííîé ñèòóàöèèóïîòðåáèòåëüíû çàïèñè ξk ∼ N(a, σ2) è ξo
k ∼ N(0, 1) ïðè k → ∞.Óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé òàêîãî ñîðòàíîñÿò íàçâàíèå öåíòðàëüíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿòåîðåìà Ìóàâðà � Ëàïëàñà. Ñóùåñòâóåò ìíîãî åå îáîáùåíèé, íàèáîëååèçâåñòíà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà À.Ì. Ëÿïóíîâà.Ïóñòü ñ.â. ξk, k = 1, 2, 3, · · · , íåçàâèñèìû è èìåþò íå îáÿçàòåëüíîîäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì

M ξk = ak, D ξk = σ2
k, M |ξk − ak|3 = c3

k,

An =
n

∑

k=1

ak, B2
n =

n
∑

k=1

σ2
k, C3

n =
n

∑

k=1

c3
k.50



Òåîðåìà Ëÿïóíîâà. Åñëè ξ1, ξ2, · · · íåçàâèñèìû, An, Bn, Cn êîíå÷íûè Cn/Bn → 0 ïðè n → ∞, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîåñîîòíîøåíèå
lim
n→∞

P
{ξ1 + · · · + ξn − An

Bn
6 x

}

= Ψ(x),ãäå Ψ(x) � èíòåãðàë âåðîÿòíîñòåé. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â ó÷åá-íîé ëèòåðàòóðå [1; 2℄.
§ 3.5. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Ïóñòü ñ.â. ηn ðàâíà ñóììå âñåõ î÷êîâ, ïîÿâèâøèõñÿ ïðè n = 100ïîäáðàñûâàíèÿõ èãðàëüíîé êîñòè. Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì ×åáûøåâà,îöåíèòü ñíèçó âåðîÿòíîñòü P (|η100/100 − 3.5| < 2) .2. Óñòðîéñòâî ñîñòîèò èç 10 íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèõ ýëåìåíòîâ. Âå-ðîÿòíîñòü îòêàçà (âûõîäà èç ñòðîÿ) êàæäîãî â òå÷åíèå ïîëóãîäà ðàâíà0.05. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òîàáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ èñðåäíèì ÷èñëîì (ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì) îòêàçîâ çà òå æå ïîëãîäàîêàæåòñÿ ìåíüøèì 2.3. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî èñïûòàíèÿ âåðîÿòíîñòü p ïîÿâëåíèÿñîáûòèÿ A ðàâíà 0.001, òî åñòü â ñðåäíåì íà êàæäóþ òûñÿ÷ó èñïûòàíèéñîáûòèå A ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç. Âûïîëíÿåòñÿ n = 2000 òàêèõâçàèìíî íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ÷èñëî µ ïî-ÿâëåíèé ñîáûòèÿ A îêàæåòñÿ ðàâíûì íóëþ (íå ïðîèçîéäåò íè ðàçó?).Íàéòè òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè äëÿ µ = 1, µ = 2, µ = 3.4. Â ãîðîäå N â ñðåäíåì â òå÷åíèå îäíîãî äíåâíîãî ÷àñà ïîñòóïàåòîäèí âûçîâ íà ñêîðóþ ïîìîùü. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ çà òðè äíåâíûõ÷àñà ïîñòóïèò áîëåå 10 âûçîâîâ?5. Â íåêîòîðîé ìåñòíîñòè èìååòñÿ 3% áîëüíûõ ìàëÿðèåé. Ïðîèçâîäèò-ñÿ îáñëåäîâàíèå 500 ÷åëîâåê. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ñðåäè îáñëåäîâàííûõîêàæåòñÿ 3±0.5% áîëüíûõ ìàëÿðèåé?6. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî â ãðóïïå, ñîñòîÿùåé èç 30 ñòóäåíòîâ, íèêòîíå ðîäèëñÿ â ÿíâàðå? Âû÷èñëèòü ýòó âåðîÿòíîñòü ïî òî÷íîé �îðìóëå èïî ïóàññîíîâñêîìó ïðèáëèæåíèþ.7. Â ïîñåëêå 2500 æèòåëåé. Êàæäûé èç íèõ ïðèìåðíî 6 ðàç â ìåñÿöåçäèò íà ïîåçäå â ãîðîä, âûáèðàÿ äíè ïîåçäîê ïî ñëó÷àéíûì ìîòèâàì51



íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ. Êàêîé íàèìåíüøåé âìåñòèìîñòüþ äîëæåí îá-ëàäàòü ïîåçä, ÷òîáû îí ïåðåïîëíÿëñÿ íå ÷àùå îäíîãî ðàçà â ñòî äíåé?(Ïîåçä õîäèò îäèí ðàç â ñóòêè).8. Ïðîèçâîäèòñÿ n = 200 èñïûòàíèé ïî ñõåìå Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíî-ñòüþ óñïåõà â îòäåëüíîì èñïûòàíèè p = 1/4. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòüòîãî, ÷òî ÷èñëî β200 âñåõ óñïåõîâ áóäåò ðàâíî m = 50?9. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëîóñïåõîâ áóäåò ëåæàòü â ïðåäåëàõ îò m1 = 30 äî m2 = 70.10. �àññìàòðèâàåòñÿ ñåðèÿ èç n = 300 èñïûòàíèé ïî ñõåìå Áåðíóëëèñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà â îòäåëüíîì èñïûòàíèè p = 1/3. Ïðè êàêîì çíà-÷åíèè C âåðîÿòíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ íåðàâåíñòâà |β300 − 100| 6 C áóäåòðàâíà 0.98?11. �àññìàòðèâàåòñÿ ñåðèÿ èç n = 169 èñïûòàíèé ïî ñõåìå Áåðíóëëèñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè p = 9/13. Òðåáóåòñÿ óêàçàòüãðàíèöû âîçìîæíûõ óêëîíåíèé (îäèíàêîâûõ) â îáå ñòîðîíû ÷èñëà µ íà-ñòóïëåíèé óñïåõîâ îò çíà÷åíèÿ n p = 169 · (9/13) = 117, âíóòðè êîòîðûõ
µ áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.9.12. Ïðîèçâîäèòñÿ ñåðèÿ èç n èñïûòàíèé ïî ñõåìå Áåðíóëëè ñ âåðîÿò-íîñòüþ óñïåõà â îòäåëüíîì èñïûòàíèè p = 0.4.a) Ïðè êàêîì çíà÷åíèè n ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.99 ìîæíî ãàðàíòèðîâàòüîñóùåñòâëåíèå íåðàâåíñòâà |βn/n − 0.4| < 0.05?á) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ íåðàâåíñòâà |βn − 40| < 5, åñëè÷èñëî èñïûòàíèé n = 100?â) Êàêîâû âîçìîæíûå óêëîíåíèÿ (â îáå ñòîðîíû) ÷èñëà óñïåõîâ βn îò
n p = 80, êîòîðûå ìîãóò áûòü ãàðàíòèðîâàíû ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.92, åñëè÷èñëî èñïûòàíèé n = 200?
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�ëàâà IVÝËÅÌÅÍÒÛ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÈ
§ 4.1. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòèÏðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé åñòåñòâåííî âîç-íèêàþò äâà âîïðîñà: 1. Ìîæíî ëè âîîáùå ãîâîðèòü î âåðîÿòíîñòÿõ ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ ñîáûòèé, òî åñòü îáëàäàþò ëè èõ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòûñâîéñòâîì ñòàòèñòè÷åñêîé (èíîãäà ãîâîðÿò � ñòîõàñòè÷åñêîé) óñòîé÷è-âîñòè? 2. Êàê íàéòè ýòè âåðîÿòíîñòè èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âñëó÷àå, êîãäà îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ óòâåðäèòåëüíûì? Ïóñòü,íàïðèìåð, èññëåäîâàòåëü ïðîèçâåë n îïûòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîÿëâ íåêîòîðîì èçìåðåíèè, è ïîëó÷èë ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû x1, x2, · · · , xn.Ñïðàøèâàåòñÿ, íàäî ëè èõ îáðàáàòûâàòü ñòàòèñòè÷åñêè, è åñëè äà, òî êàêèìåííî. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé íå âñåìîãóùà èíå ïðåòåíäóåò íà ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êàêèõ-óãîäíî ñëó÷àé-íûõ ñîáûòèé. Â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå ñóùåñòâóþò äðóãèå âîçìîæíî-ñòè äëÿ îïèñàíèÿ ÿâëåíèé, êîòîðûå íà ïåðâûé âçëÿä äîëæíû áûòü ïîëåìïðèëîæåíèé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. �å÷ü èäåò î ñèíåðãåòèêå, �ðàêòàëàõ,ñòðàííûõ àòòðàêòîðàõ, äàþùèõ íîâûé âçãëÿä íà õàîòè÷åñêèå, áåñïîðÿ-äî÷íûå ÿâëåíèÿ è ïðîöåññû [14℄.Ýòè ðàçäåëû ìàòåìàòèêè ëåæàò âíå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìà-òè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, è ìû óïîìÿíóëè î íèõ ëèøü ñ òîé öåëüþ, ÷òîáûïîä÷åðêíóòü íåîáõîäèìîñòü àêêóðàòíîãî ïîñòðîåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ìàòå-ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ôîðìàëüíûé ïîäõîä ìîæåò ïðèâîäèòü ê àáñóðäíûìðåçóëüòàòàì, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð �. Ìèçåñà.* Òåííèñèñò K ìîæåò ïîåõàòü íà òóðíèð ëèáî â Ìîñêâó, ëèáî â Ëîí-äîí, ïðè÷åì îáà òóðíèðà ïðîõîäÿò îäíîâðåìåííî. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

K çàéìåò ïåðâîå ìåñòî â Ìîñêâå, ðàâíà 0.8 (åñëè, êîíå÷íî, îí òóäà ïî-åäåò), à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí çàéìåò ïåðâîå ìåñòî â Ëîíäîíå, ðàâíà0.4. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî K çàéìåò ãäå-ëèáî ïåðâîå ìåñòî?53



Åñëè ñëåäîâàòü ìàòåìàòè÷åñêè íå âïîëíå ñòðîãèì îïðåäåëåíèÿì, äàí-íûì â ãëàâå 1, òî íè÷òî íå ìåøàåò ñëåäóþùèì ñóæäåíèÿì: ñîáûòèÿÀ="âûèãðûø â Ìîñêâå" è Â="âûèãðûø â Ëîíäîíå" íåñîâìåñòíû, ïî-ýòîìó P (A + B) = P (A) + P (B) = 0.8 + 0.4 = 1.2. Íî âåðîÿòíîñòü ïîîïðåäåëåíèþ íå ìîæåò áûòü áîëüøå åäèíèöû!Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñî çäðàâûì ñìûñëîì ïîêàçûâàåò, ÷òî îä-íèõ ëèøü ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âåðîÿò-íîñòåé íåäîñòàòî÷íî. Ïðîäîëæèì îáñóæäåíèå ïîñòàâëåííûõ âîïðîñîâ.×ðåçâû÷àéíî âàæíî èñêîðåíèòü çàáëóæäåíèå, íåðåäêî âñòðå÷àþùååñÿ óíåäîñòàòî÷íî çíàêîìûõ ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé èíæåíåðîâ è åñòåñòâî-èñïûòàòåëåé, ÷òî ðåçóëüòàò ëþáîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Ñ�îðìóëèðîâàííûå â ïåðâûõ ãëàâàõ íàñòîÿùå-ãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ïðåäïîñûëêè î íåèçìåííîñòè óñëîâèé ýêñïåðèìåíòàè èõ âîñïðîèçâîäèìîñòè ïðèíöèïèàëüíî íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç è îíåçàâèñèìîñòè äðóã îò äðóãà ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà íà ÿçûêå òåî-ðèè âåðîÿòíîñòåé ïðåâðàùàþòñÿ â ñëåäóþùóþ îñíîâíóþ ïðåäïîñûëêó:ðåçóëüòàòû n ýêñïåðèìåíòîâ x1, x2, · · · , xn ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìèâ ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ îäíîé è òîé æå �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Êðàòêî ýòî ïðåäïîëîæåíèå âûðàæàþò ñëîâàìè îòîì, ÷òî ÷èñëà x1, x2, · · · , xn îáðàçóþò âûáîðêó ñ òåîðåòè÷åñêèì çà-êîíîì F (x), èëè âûáîðêó èç ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), èëè, íàêîíåö, âûáîðêóèç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) . ×èñëî níàçûâàåòñÿ îáúåìîì âûáîðêè.Ñòðîãî ãîâîðÿ, ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé ñëåäîâàëî áû îáîçíà÷àòü ξ1,
ξ2, · · · , ξn, åñëè ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé èç âòîðîé è òðåòüåé ãëàâ.Îäíàêî â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, äîëãèå ãîäû ðàçâèâàâøåéñÿ àâ-òîíîìíî îò òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ñëîæèëàñü òðàäèöèÿ, â ñèëó êîòîðîé
x1, x2, · · · , xn îáîçíà÷àþò èíîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à èíîãäà � íåñëó-÷àéíûå ÷èñëà èëè ïåðåìåííûå, íàïðèìåð ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ,ïðè÷åì â îäíèõ è òåõ æå �îðìóëàõ. Ïî õîäó äåëà ïðèõîäèòñÿ ó÷èòüñÿðàçëè÷àòü ýòè ñèòóàöèè â îáîçíà÷åíèÿõ.Èòàê, îòíþäü íå âñÿêèé íàáîð x1, x2, · · · , xn ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-íûõ ìû âïðàâå íàçûâàòü âûáîðêîé è îáðàáàòûâàòü ìåòîäàìè ìàòåìàòè-÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Âûáîðî÷íûì äàííûì äîëæíî áûòü ïðèñóùå íå÷òîîáùåå, èõ îðãàíèçóþùåå, èìåííî � òåîðåòè÷åñêèé çàêîí F (x).Êðîìå òåðìèíîâ "âûáîðêà" è "ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü" â ìàòåìà-òè÷åñêîé ñòàòèñòèêå óïîòðåáèòåëüíû è äðóãèå òåðìèíû è ïîíÿòèÿ, êî-òîðûå áóäóò ââîäèòüñÿ ïî õîäó èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà.54



Ñåé÷àñ æå ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ âûáîðêà x1, x2, · · · , xn, è ïî-ñòàâèì âîïðîñ î íàõîæäåíèè çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Ïðàêòè÷åñêèèçâåñòíû ëèøü ðåçóëüòàòû îïûòîâ x1, x2, · · · , xn, è ïî íèì íóæíî íàéòè
F (x). ßñíî, ÷òî ýòîé èí�îðìàöèè íå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëó÷èòü äîñòî-âåðíûé îòâåò. �å÷ü ìîæíî âåñòè î ïîëó÷åíèè íàèáîëåå âåðîÿòíîãî îòâå-òà. Îñíîâíûì ïðèíöèïîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ïîäáîðà F (x) èç îïðå-äåëåííîãî ñåìåéñòâà çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ, çàâèñÿùåãî îò íåñêîëüêèõïàðàìåòðîâ (îáû÷íî íå áîëåå òðåõ èëè ÷åòûðåõ). Íàïðèìåð, çàêîí Ïóàñ-ñîíà çàâèñèò îò îäíîãî ïàðàìåòðà λ, íîðìàëüíûé çàêîí òèïà N(a, σ) �îò äâóõ ïàðàìåòðîâ.×àùå âñåãî â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ áåðóòñÿ òåîðåòè÷åñêèå ìîìåíòû
k-ãî ïîðÿäêà ñ.â. ξ ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x):

ak =

∫ +∞

−∞
xk F ′(x) d x, k = 1, 2, · · · .Î÷åâèäíî, ÷òî a1 = M ξ, a2 − a2

1 = D ξ.×òî êàñàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà �óíêöèé, ñðåäè êîòîðûõíàäëåæèò âûáèðàòü F (x), òî åãî îïðåäåëÿþò èç êàêèõ-ëèáî îáùèõ ñî-îáðàæåíèé, îáóñëîâëåííûõ ïðàêòèêîé ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿðåàëüíûõ ÿâëåíèé â êîíêðåòíîé îáëàñòè òåõíèêè, ýêîíîìèêè è ò.ä. Íà-ïðèìåð, ðåøàþò, ÷òî òåîðåòè÷åñêèé çàêîí ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, à ïà-ðàìåòðû a è σ ïîäáèðàþò èñõîäÿ èç âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé. Â ìàòåìà-òè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ââîäÿòñÿ òàêæå ïîíÿòèÿ ýìïèðè÷åñêîé (èëè âûáî-ðî÷íîé) �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî, âûáîðî÷íîé äèñ-ïåðñèè, âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ k-ãî ïîðÿäêà. Óäîáíûì ïðàâèëîì äëÿ çà-ïîìèíàíèÿ ýòèõ îïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå: îáðàçóåì �èêòèâíóþ"ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó" ξ̃, ïðèíèìàþùóþ êàæäîå çíà÷åíèå x1, x2, · · · , xnñ âåðîÿòíîñòüþ 1/n. Òîãäà âûáîðî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ ñîîò-âåòñòâóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ýòîé �èêòèâíîé ñ.â.Íàïðèìåð, çíà÷åíèå ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå
x ∈ R îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

Fn(x) =
÷èñëî xi, òàêèõ, ÷òî xi < x

n
.Âûáîðî÷íûì ñðåäíèì íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà x̄ = 1

n

∑n
i=1 xi. Âûáîðî÷íàÿäèñïåðñèÿ åñòü âåëè÷èíà

S2 =
1

n

n
∑

i=1

(xi − x̄)2 =
(1

n

n
∑

i=1

x2
i

)

− (x̄)2.55



Âûáîðî÷íûì k-ì ìîìåíòîì αk íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
αk =

1

n

n
∑

i=1

(xi)
k.Âàæíîñòü âûáîðî÷íûõ õàðàêòåðèñòèê çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè áîëü-øèõ n îíè ñòàíîâÿòñÿ áëèçêèìè ê ñîîòâåòñòâóþùèì òåîðåòè÷åñêèì õà-ðàêòåðèñòèêàì. Äåéñòâèòåëüíî, âûáîðî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ�óíêöèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à òåîðåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ��óíêöèÿìè Fξ(x) è ÷èñëà, òî åñòü íå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.Ïîýòîìó áëèçîñòü äîëæíà ïîíèìàòüñÿ â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿò-íîñòè. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x1, x2, · · · , xn, îáðàçóþùèå âûáîðêó,ðàñïîëîæèòü â íåóáûâàþùåì ïîðÿäêå, òî ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìûé âà-ðèàöèîííûé ðÿä x(1), x(2), · · · , x(n). Çäåñü x(1) 6 x(2) 6 · · · 6 x(n). Äëÿïîñòðîåíèÿ ãðà�èêà ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x) óäîá-íî âûïèñàòü ÷ëåíû âàðèàöèîííîãî ðÿäà áåñïîâòîðíî è ðàññìîòðåòü �èê-òèâíóþ äèñêðåòíóþ ñ.â. ν, ïðèíèìàþùóþ âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ áåñïî-âòîðíî ñ âåðîÿòíîñòÿìè P (ν = x(j)) = kj/n, j = 1, 2, · · · , l, l 6 n,ãäå kj � ÷èñëî ïîâòîðåíèé çíà÷åíèÿ x(j) â èñõîäíîé âûáîðêå èëè â âà-ðèàöèîííîì ðÿäó. �ðà�èê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé �èêòèâíîé ñ.â.ñîâïàäàåò ñ ãðà�èêîì ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x). Îíèìååò âèä "ëåñòíèöû ñ ãîðèçîíòàëüíûìè ñòóïåíÿìè". Âûñîòà "ñòóïåíè"âòî÷êå x = x(j) ðàâíà kj/n, j = 1, 2, · · · , l.Íåðåäêî äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûáîðêè ñòðîÿò ãèñòîãðàì-ìó. Îòðåçîê [x(1), x(l)], â êîòîðîì çàêëþ÷åíû âñå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ,ðàçáèâàþò íà íåñêîëüêî ïðèìåðíî ðàâíûõ ÷àñòåé ∆k = [Ak, Bk], k =

1, 2, · · · , m (m � îò 5 äî 25 è áîëåå, â çàâèñèìîñòè îò îáúåìà âûáîðêè)òàê, ÷òîáû âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ íå ÿâëÿëèñü êîíöàìè äëÿ [Ak, Bk], k =
1, 2, · · · , m. Âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû hk = qk/n, ãäå qk � ÷èñëî âûáîðî÷-íûõ çíà÷åíèé, ïðèíàäëåæàùèõ [Ak, Bk]. �èñòîãðàììó îáðàçóþò ïðÿìî-óãîëüíèêè ñ îñíîâàíèÿìè [Ak, Bk] íà îñè àáñöèññ è âûñîòàìè hk, k =
1, 2, · · · , m. Öåíòðû âåðõíèõ ñòîðîí ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàñïîëîæå-íû ïðèìåðíî íà ãðà�èêå �óíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ãåíåðàëüíîéñîâîêóïíîñòè, èç êîòîðîé èçâëå÷åíà èñõîäíàÿ âûáîðêà. Äëÿ íàãëÿäíî-ñòè ãèñòîãðàììû åäèíèöó ìàñøòàáà ïî îñè îðäèíàò âûáèðàþò áëèçêîé ê
x(l) − x(1). Ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ g(x1, x2, · · · , xn) îò âûáîðî÷íûõ äàí-íûõ íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé. �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ýòîé �óíê-öèè îò ñ.â. x1, x2, · · · , xn íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì ñòà-òèñòèêè g(x1, x2, · · · , xn). Ñòàòèñòèêà g(x1, x2, · · · , xn), áëèçêàÿ â òîì56



èëè èíîì ñìûñëå ê ÷èñëó c � ïàðàìåòðó ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, íà-çûâàåòñÿ òî÷å÷íîé îöåíêîé ýòîãî ïàðàìåòðà. Îöåíêà g(x1, x2, · · · , xn)ïàðàìåòðà c íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ýòîãî ïàðàìåòðà, åñëèïðè n → ∞ èìååì
g(x1, x2, · · · , xn) → ∞ïî âåðîÿòíîñòè. Ìîæíî äîêàçàòü â îáùåì ñëó÷àå, ÷òî ïðè n → ∞:1. Fn(x) → Fξ(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ R ïî âåðîÿòíîñòè;2. x̄ → a = M ξ ïî âåðîÿòíîñòè;3. S2 → σ2 = D ξ ïî âåðîÿòíîñòè. Îöåíêà g(x1, x2, · · · , xn) íàçûâàåòñÿíåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà c, åñëè ïðè ëþáîì n èìååì

M g(x1, x2, · · · , xn) = c.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå íåñìåùåííîé îöåíêè îòêëîíåíèå g(x1, x2, · · · ,
xn) − c íîñèò íåñèñòåìàòè÷åñêèé õàðàêòåð. Íàëè÷èå ñìåùåííîé îöåíêèäëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñ.â., ãåíåðèðóåìîé êàêèì-ëèáî èçìåðè-òåëüíûì ïðèáîðîì, íåðåäêî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèáîð ïëîõî îòðåãóëèðîâàí.Áîëüøèíñòâî ïðàêòè÷åñêè ïðèìåíèìûõ îöåíîê ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíû-ìè è íåñìåùåííûìè. Íàïðèìåð, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå x̄ ÿâëÿåòñÿ íåñìå-ùåííîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ a = M ξ òåîðåòè÷åñêîãî çà-êîíà (ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè), ïîñêîëüêó

M x̄ =
1

n

n
∑

i=1

M xi = a.Ó÷òåíî, ÷òî âñå M xi = a.Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ S2 ÿâëÿåòñÿ ñìåùåííîéîöåíêîé ïàðàìåòðà σ2 ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.Äåéñòâèòåëüíî,
M (S2) =

1

n

n
∑

i=1

M
(

(xi − a + a)2
)

− M (x̄ − a + a)2 =

=
1

n
·

n
∑

i=1

(

M (xi−a)2+2 a M(xi−a)+a2
)

−
(

M (x̄−a)2+2 a M(x̄−a)+a2
)

=

=
1

n

n
∑

i=1

(

D xi + a2
)

− (σ2 + a2) =
n − 1

n
σ2,òî åñòü M S2 6= σ2. 57



Î÷åâèäíî, ÷òî íåñêîëüêî ñêîððåêòèðîâàííàÿ ñòàòèñòèêà
s2 =

1

n − 1

n
∑

i=1

(xi − x̄)2ÿâëÿåòñÿ óæå íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà σ2. Òåì íå ìåíåå ñòàòè-ñòèêà s =
√

s2 íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé äëÿ ñðåäíåãî êâàä-ðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ σ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ïðåäïî÷òèòåëüíîåèñïîëüçîâàíèå s âìåñòî S ñâÿçàíî íå ñòîëüêî ñî ñâîéñòâîì íåñìåùåí-íîñòè s, ñêîëüêî ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî òåî-ðåòè÷åñêîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ èìåííî s âõîäèò âî âñå âàæíåéøèå�îðìóëû.Åñëè èìåþòñÿ äâå îöåíêè g1(x1, x2, · · · , xn), g2(x1, x2, · · · , xn) ïàðà-ìåòðà a, òî áîëåå ý��åêòèâíîé ñ÷èòàþò òó, ó êîòîðîé äèñïåðñèÿ ìåíü-øå. Íåñìåùåííàÿ îöåíêà g ïàðàìåòðà ñ ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé íà-çûâàåòñÿ ý��åêòèâíîé. Íà ïðàêòèêå ïðè âû÷èñëåíèè ìîìåíòîâ ìîãóòáûòü ïîëåçíûìè ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ. Ïóñòü âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ x1,
x2, · · · , xn ãðóïïèðóþòñÿ îêîëî íåêîòîðîãî ÷èñëà m. Òîãäà âûáîðî÷íîåñðåäíåå óäîáíî âû÷èñëÿòü ïî íåìíîãî âèäîèçìåíåííîé �îðìóëå

x̄ =
1

n

n
∑

i=1

(xi − m) + m,à âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ � ïî �îðìóëàì
S2 =

1

n

n
∑

i=1

(xi − m)2 − (x̄ − m)2; s2 =
n

n − 1
S2.* Ïóñòü, íàïðèìåð, âûáîðêà ñîñòîèò èç 10 çíà÷åíèé:

799, 801, 803, 778, 805, 800, 802, 796, 798, 805.Â êà÷åñòâå m ìîæíî âçÿòü ÷èñëî 800. Òîãäà ðàçíîñòè xi − 800 ðàâíû
−1, 1, 3, −2, 5, 0, 2, −4, −2, 4ñîîòâåòñòâåííî. Ñóììà ýòèõ çíà÷åíèé ðàâíà 6, ïîýòîìó x̄ = 1

10 6 +800 =
800.6.Ñóììà êâàäðàòîâ ÷èñåë xi − 800 ðàâíà 76, çíà÷èò S2 = 7.6 − (0.6)2 =
7.24. 58



§ 4.2. Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿÎäíèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê ïà-ðàìåòðîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, õàðàêòåðèçóåìîé çàêîíîì F (x, θ1,
· · · , θk), çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðîâ θ1, · · · , θk, ïóòåì îáðàáîòêè âûáîðî÷-íûõ äàííûõ x1, x2, · · · , xn ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-áèÿ. Äëÿ íåêîòîðîãî óïðîùåíèÿ ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà Fçàâèñèò òîëüêî îò îäíîãî ïàðàìåòðà, òî åñòü F = F (x, θ). Òîãäà ìåòîäñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó. Íà ïåðâîì øàãå ñòðîèòñÿ �óíêöèÿïðàâäîïîäîáèÿ Λ(θ, x1, x2, · · · , xn). Íàïðèìåð, åñëè äàíà ïëîòíîñòü âå-ðîÿòíîñòè p(x, θ) = F ′

x (x, θ), òî ïîëàãàþò
Λ(θ, x1, x2, · · · , xn) =

n
∏

j=1

p(xj, θ),òî åñòü Λ îïðåäåëÿþò êàê ïðîèçâåäåíèå âñåõ �óíêöèé âèäà p(xj, θ), âêîòîðûõ ïåðâûé àðãóìåíò ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðî÷íûìçíà÷åíèåì. Ýòà �óíêöèÿ åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãîðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. x1, x2, · · · , xn.Íà âòîðîì øàãå íàõîäÿò âåëè÷èíó θ̂n êàê òî÷êó ìàêñèìóìà �óíêöèè
Λ(θ, x1, x2, · · · , xn). Ñîãëàñíî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, ñíà÷àëà íàõî-äÿò ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, ðåøàÿ óðàâíåíèå Λ′

θ = 0, à çàòåì ñðåäè íèõîòáèðàþò òî÷êó ìàêñèìóìà. Âåëè÷èíó θ̂ è ïðèíèìàþò çà èñêîìóþ. Ïðèäîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ òàêèå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿîêàçûâàþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè, òî åñòü limn→∞ P{|θ̂ − θ| < δ} → 1 äëÿëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî δ > 0, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûìè.Â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ñ.â. �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåñ-êîëüêî èíà÷å:
Λ(θ, x1, x2, · · · , xn) =

n
∏

j=1

P (θ, ξ = xj).Çäåñü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé {ξ = xj} ïðåäïîëàãàþòñÿ äè��åðåíöèðóå-ìûìè �óíêöèÿìè îäíîãî ïàðàìåòðà θ.�àññìîòðèì äâà ïðèìåðà.* Ïóñòü ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü, èç êîòîðîé èçâëå÷åíà âûáîðêà
x1, x2, · · · , xn, ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè

p(θ, x) =
1√
2 π

e−(x−θ)2/2,59



çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà θ. Ñòðîèì �óíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ:
Λ(θ, x1, x2, · · · , xn) =

( 1√
2 π

)n
n

∏

j=1

e−(xj−θ)2/2 =

=
( 1√

2 π

)n

e−(
∑n

j=1
(xj−θ)2)/2.Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷èì

Λ′
θ = Λ(θ, x1, x2, · · · , xn) ·

(

−
n

∑

j=1

(xj − θ)
)

.Óñëîâèå Λ′
θ = 0 äàåò

θ̂ =
1

n

n
∑

j=1

xj = x̄.Î÷åâèäíî, ÷òî íàéäåííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ äëÿ �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿòî÷êà ÿâëÿåòñÿ åå åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìàêñèìóìà.Èòàê, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå x̄ ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-äîïîäîáèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ θ â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å.* Òåïåðü ïóñòü ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîïàðà-ìåòðè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè âèäà
p(σ, x) =

1

σ
√

2 π
e−x2/2σ2

,òî åñòü ìû ñíîâà èìååì äåëî ñ íîðìàëüíûì çàêîíîì, íî íà ýòîò ðàç òèïà
N(0, σ2). Ïðè çàäàííîé âûáîðêå x1, x2, · · · , xn �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Λ(σ, x1, x2, · · · , xn) =
( 1

σ
√

2 π

)n

e−(
∑n

j=1
(xj)

2)/2σ2

.Äè��åðåíöèðóÿ Λ ïî ïàðàìåòðó, ïîëó÷èì
Λ′

σ = − n

σ(σ
√

2 π)n
· e−(

∑n

j=1
x2

j )/2σ2−

−
( 1

σ
√

2 π

)n

e−(
∑n

j=1
(xj)

2)/2σ2 ·
(

−
n

∑

j=1

x2
j

σ3

)

.Óñëîâèå Λ′
σ = 0 äàåò

n
∑

j=1

x2
j

σ3
− n

σ
= 0.60



Íàõîäèì ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó σ̂2 = 1
n

∑n
j=1 x2

j , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åäèí-ñòâåííîé òî÷êîé ìàêñèìóìà äëÿ �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ â äàííîì ïðè-ìåðå.×àñòî óäîáíåå áðàòü â êà÷åñòâå �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ íå Λ, à ln Λ.Ïîñêîëüêó Λ > 0, òî Λ′
θ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(ln Λ)′θ =
Λ′

θ

Λ
= 0.�àññìîòðèì åùå äâà ïðèìåðà.* Ïóñòü ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü çàäàåòñÿ êàê äèñêðåòíàÿ áèíîìè-àëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà: P (βn = k) = Ck

n · pk (1 − p)n−k, k = 0, 1, 2,
· · · , n, ïðè÷åì ïàðàìåòð p, 0 < p < 1, íå èçâåñòåí è ïîäëåæèò îöåíêåñ ïîìîùüþ âûáîðêè x1, x2, · · · , xn. �àçóìååòñÿ, âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿöåëî÷èñëåííû, 0 6 xj 6 n äëÿ êàæäîãî íîìåðà j. Ñòðîèì �óíêöèþïðàâäîïîäîáèÿ:

Λ(p, x1, x2, · · · , xn) =
n

∏

j=1

Cxj

n pxj (1 − p)1−xj .Ñëåäîâàòåëüíî,
ln Λ =

n
∑

j=1

(ln Cxj

n ) +
n

∑

j=1

xj · ln p +
n

∑

j=1

(n − xj) · ln(1 − p).Ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ
(ln Λ)′p =

1

p

n
∑

j=1

xj −
1

1 − p

n
∑

j=1

(n − xj).Óðàâíåíèå (ln Λ)′p = 0 îïðåäåëÿåò ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó p̂ = x̄, êîòîðàÿÿâëÿåòñÿ èñêîìîé îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â äàííîì ïðè-ìåðå.* Ïóñòü ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïóàññîíà
P (ξ = k) =

λk e−λ

k!
, k = 0, 1, 2, · · ·è çàäà÷à ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿíåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà λ = M ξ = D ξ ïî çàäàííûì âûáîðî÷íûì çíà-÷åíèÿì x1, x2, · · · , xn. Ëîãàðè�ì �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä

ln Λ = ln
(

n
∏

j=1

λxj e−λ

xj!

)

=61



= ln
n

∏

j=1

1

xj!
+

n
∑

j=1

xj · ln λ − nλ.Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ëîãàðè�ìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ
(ln Λ)′λ =

1

λ

n
∑

j=1

xj − n,ïîëó÷èì èñêîìóþ îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ λ̂ = x̄.
§ 4.3. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëûÍàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå ×åáûøåâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåä-íèõ àðè�ìåòè÷åñêèõ {ξ̄n = 1

n

∑n
j=1 ξj} îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â. ñ

M ξk = a è D ξk = σ2 äëÿ âñåõ íîìåðîâ k ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê aïðè n → ∞, ïðè÷åì M ξ̄n = a è D ξ̄n = σ2/n äëÿ ëþáîãî íîìåðà n. Â÷àñòíîì ñëó÷àå áèíîìèàëüíîé ñ.â. βn = ξ̄n ðåçóëüòàò ïîëó÷åí Áåðíóëëè.×àñòî ïðèõîäèòñÿ íàõîäèòü âåðîÿòíîñòü òåõ èëè èíûõ âîçìîæíûõ îò-êëîíåíèé çíà÷åíèé âûáîðî÷íîé ñðåäíåé x̄n îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-íèÿ a, íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü
P (|x̄n − a| 6 δ), (1)ãäå δ � êàêîå-íèáóäü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Íåðàâåíñòâî |x̄n − a| 6 δèëè a − δ 6 x̄n 6 a + δ íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíîé îöåíêîé äëÿ x̄n,èíòåðâàë (a− δ, a + δ) � äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì, à âåðîÿòíîñòü (1)� íàäåæíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåé äîâåðèòåëüíîé îöåíêè.Âîñïîëüçóåìñÿ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ äî-âåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ñ çàäàííîé íàäåæíîñòüþ. Èìååò ìåñòî ïðèáëè-æåííàÿ �îðìóëà

P (|x̄n − a| 6 δ) ≈ Φ(t2) − Φ(t1). (2)Çäåñü
t1 =

(a − δ) − a

σ
√

n
= −δ

√
n

σ
, t2 =

(a + δ) − a

σ
√

n
=

δ
√

n

σ
.Â ñëó÷àå èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Ìóàâðà � Ëàïëàñà σ =

√
n p q, a = n p.Â ñèëó íå÷åòíîñòè �óíêöèè Ëàïëàñà

Φ(t2) − Φ(t1) = Φ
(δ

√
n

σ

)

− Φ
(

−δ
√

n

σ

)

= 2Φ
(δ

√
n

σ

)

.62



Ñòàëî áûòü,
P (|x̄n − a| 6 δ) ≈ 2Φ(t), ãäå t =

δ
√

n

σ
. (3)Ïðåíåáðåãàÿ ïîãðåøíîñòüþ â èíòåãðàëüíîé òåîðåìå Ìóàâðà � Ëàïëàñà,äëÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû νn â ñåðèè èç n èñïûòàíèé Áåðíóëëè èìååì�îðìóëó

P (|νn − p| 6 δ) = 2Φ(t), ãäå t =
δ
√

n√
p q

. (4)Ôîðìóëû (3) è (4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèåòðè âåëè÷èíû � îáúåì âûáîðêè (÷èñëî èñïûòàíèé) n, âåëè÷èíó ïðåäåëü-íîãî îòêëîíåíèÿ δ è íàäåæíîñòü äîâåðèòåëüíîé îöåíêè β = P (|x̄n−a| 6

δ) (ñîîòâåòñòâåííî P (|νn−p| 6 δ) â �îðìóëå (4)). Çíàÿ äâå èç ýòèõ âåëè-÷èí, ñ ïîìîùüþ (3) ëèáî (4) ìîæíî íàõîäèòü òðåòüþ âåëè÷èíó. Òî åñòüìîæíî îòâå÷àòü íà âîïðîñû òðåõ òèïîâ:1. Êàêîâà íàäåæíîñòü β òîãî, ÷òî ïðè äàííîì îáúåìå n âûáîðêè îò-êëîíåíèå |x̄n − a| íå ïðåâçîéäåò çàäàííîãî ÷èñëà δ?2. Êàêàÿ âåëè÷èíà δ ïðåäåëüíîãî îòêëîíåíèÿ x̄n îò a ãàðàíòèðóåòñÿ ñçàäàííîé íàäåæíîñòüþ β ïðè äàííîì îáúåìå âûáîðêè n?3. Êàêîâ ìèíèìàëüíûé îáúåì âûáîðêè, ïðè êîòîðîì ñ äàííîé íàäåæ-íîñòüþ β ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî îòêëîíåíèå |x̄n − a| íå ïðåâçîéäåòçàäàííîãî ÷èñëà δ?�àññìîòðèì ÷èñëîâûå ïðèìåðû äëÿ êàæäîãî èç òðåõ òèïîâ çàäà÷ ïðè-ìåíèòåëüíî ê �îðìóëå (4), ñ÷èòàÿ âî âñåõ ïðèìåðàõ âåðîÿòíîñòü óñïåõà
p = 0.2.* Íàéòè íàäåæíîñòü β ïðè n = 10000, δ = 0.003. Èìååì t = 0.003 ·
√

10000/0.2 · 0.8 = 0.75. Ïîýòîìó β = 2Φ(0.75) ≈ 2 · 0.2734 = 0.5468.* Íàéòè δ ïðè n = 10000, β = 0.95. Èìååì 2Φ(t) = β = 0.95,
Φ(t) = 0.475. Ïî òàáëèöå çíà÷åíèé �óíêöèè Ëàïëàñà íàõîäèì t ≈ 1.96.Ñëåäîâàòåëüíî,

δ = t ·
√

p(1 − p)

n
= 1.96 ·

√

0.2 · 0.8
10000

= 0.0078.* Íàéòè n ïðè δ = 0.02, β = 0.99. Èìååì 2Φ(t) = 0.99, Φ(t) = 0.495. Ïîòàáëèöå çíà÷åíèé �óíêöèè Ëàïëàñà íàõîäèì t = 2.576. Ñòàëî áûòü,
n = p q

t2

δ2
= 0.2 · 0.8 · 2.5762

0.022
= 2654.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíà âûáîðêà îáúåìà n èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè,õàðàêòåðèçóåìîé íîðìàëüíûì çàêîíîì òèïà N(a, σ2), ïðè÷åì äèñïåðñèÿ63



σ2 èçâåñòíà, à ïàðàìåòð a ïîäëåæèò îöåíêå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûáî-ðî÷íîå ñðåäíåå x̄ òàêæå èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè
M x̄ = a, D x̄ = σ2/n. Ïîýòîìó

P (|x̄ − a| 6 δ) = 2Φ(t), ãäå t = δ

√
n

σ
. (5)Îñîáåííîñòü äîâåðèòåëüíîé îöåíêè |x̄ − a| 6 δ â äàííîì ñëó÷àå ñîñòîèòâ òîì, ÷òî ïàðàìåòð a íåèçâåñòåí, íî çàòî èçâåñòíî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå

x̄. Äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ a ñëóæèò (x̄ − δ, x̄ + δ), à �îðìóëà(5) äàåò âåðîÿòíîñòü (íàäåæíîñòü) òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèé ïî-ëó÷èòñÿ òàêîå âûáîðî÷íîå ñðåäíåå x̄, äëÿ êîòîðîãî óêàçàííûé èíòåðâàëáóäåò ñîäåðæàòü îöåíèâàåìûé ïàðàìåòð a.* Ïóñòü σ = 0.01. Âûáîðêà îáúåìà 5 èç íîðìàëüíîé ãåíåðàëüíîé ñî-âîêóïíîñòè ñ íåèçâåñòíûì a = M ξ èìååò âèä 4.781, 4.795, 4.769, 4.792,
4.779. Íàõîäèì âûáîðî÷íîå ñðåäíåå: x̄ = 4.7832. Ïóñòü äîâåðèòåëüíàÿ âå-ðîÿòíîñòü β = 0.95. Òîãäà Φ(t1) = 0.475 è ïî òàáëèöå çíà÷åíèé �óíêöèèËàïëàñà t1 = 1.96. Ïîýòîìó δ1 = t1 σ/

√
n = 0.0088. Èñêîìûé äîâåðè-òåëüíûé èíòåðâàë � (4.774, 4.792).Åñëè óâåëè÷èòü íàäåæíîñòü, âçÿâ β = 0.99, òî ïîëó÷èì Φ(t2) =

0.495, t2 = 0, 576, δ2 = 0.0115. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñòàíåò øèðå:
(4.7717, 4.7947). Íèæå íàì ïîòðåáóåòñÿ çíàêîìñòâî ñ òðåìÿ íîâûìè âè-äàìè íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Âñå îíè òåñíî ñâÿçàíû ñ íîð-ìàëüíûìè ñ.â.�àñïðåäåëåíèåì Ïèðñîíà èëè ðàñïðåäåëåíèåì χ2 (÷èòàåòñÿ "õè êâàä-ðàò") ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âå-ëè÷èíû

χ2
n = ξ2

1 + ξ2
2 + · · · + ξ2

n,ãäå ξ1, ξ2, · · · , ξn � íåçàâèñèìûå ñ.â., êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò íîðìàëü-íîå ðàñïðåäåëåíèå òèïà N(0, 1). �àñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà èëè t-ðàñ-ïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñ.â.
tn =

ξ
√

1
nχ2

n

,ãäå ξ � íîðìàëüíàÿ ñ.â. òèïà N(0, 1), à χ2
n � ðàñïðåäåëåííàÿ ïî Ïèðñîíóñ.â. ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, íå çàâèñÿùàÿ îò ξ. �àñïðåäåëåíèåì Ôèøå-ðà (F -ðàñïðåäåëåíèåì, ðàñïðåäåëåíèåì v2) ñ (m, n) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû64



íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Fm,n =

1
mχ2

m
1
nχ2

n

,ãäå â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ñòîÿò íåçàâèñèìûå ñ.â., èìåþùèå ðàñïðå-äåëåíèÿ Ïèðñîíà ñ m è n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñîîòâåòñòâåííî.Ïðè îáðàáîòêå íàáëþäåíèé íåðåäêî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ òàáëè-öàìè ââåäåííûõ çäåñü ðàñïðåäåëåíèé. Íàîáîðîò, ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿèõ ïëîòíîñòåé ïî÷òè íå èñïîëüçóþòñÿ, è ïîýòîìó ìû èõ íå ïðèâîäèì.Ïðè íåîáõîäèìîñòè ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê áîëåå ïîëíûì ó÷åáíèêàì ìà-òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ñïðàâî÷íèêàì [2; 6; 9; 12; 13℄ . Ñîêðàùåííûåòàáëèöû ðàñïðåäåëåíèé Ñòüþäåíòà è Ïèðñîíà ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè.Äàäèì êðàòêóþ ñïðàâêó î ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèÿõ ýòèõ ðàñïðå-äåëåíèé ïðè áîëüøîì ÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû. Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî,÷òî ïèðñîíîâñêàÿ è �èøåðîâñêàÿ ñ.â. ïðèíèìàþò íåîòðèöàòåëüíûå çíà-÷åíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî M χ2
n = n, Dχ2

n = 2 n. Íîðìèðîâàííàÿ ñ.â. χ2

n−n√
2nïðè n → ∞ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà è èìååò òèï N(0, 1). Ëó÷øåé âäàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ χ2

n−n√
2n−1

. Îòìåòèì åùå, ÷òî ñóììàäâóõ íåçàâèñèìûõ ñ.â. χ2
n è χ2

m ÿâëÿåòñÿ ïèðñîíîâñêîé ñ.â. òèïà χ2
m+n.Äàëåå, â ñèëó çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ñ.â. χ2

n/n ïî âåðîÿòíîñòè ñòðå-ìèòñÿ ê 1. Ïîýòîìó ïðåäåëîì ñ.â. Ñòüþäåíòà tn ïî âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿíîðìàëüíàÿ ñ.â. òèïà N(0, 1). Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî ïðè n > 30 ïðàê-òè÷åñêè áåç ñóùåñòâåííîé ïîãðåøíîñòè âìåñòî tn ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿðàñïðåäåëåíèåì N(0, 1). Ýòî ïðàâèëî íå äåéñòâóåò, êîãäà p î÷åíü áëèçêàê 0 èëè 1.�îðàçäî ñëîæíåå îáñòîèò äåëî ñ òàáóëèðîâàíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøå-ðà óæå ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî Fm,n(x) çàâèñèò îò òðåõ àðãóìåíòîâ m, n, xè òàáëèöà äîëæíà èìåòü òðè âõîäà. Â äîñòóïíîé ëèòåðàòóðå [6; 9℄ èìåþò-ñÿ ëèøü òàáëèöû ïðîöåíòíûõ òî÷åê F -ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åñòü òàáëèöûòî÷åê x(m, n, α), òàêèõ, ÷òî P{Fm,n < x(m, n, α)} = α äëÿ íåñêîëüêèõçíà÷åíèé α. Îáû÷íî ýòîãî áûâàåò äîñòàòî÷íî.Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î ïîñòðîåíèè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ. Ïóñòüèìååòñÿ âûáîðêà x1, x2, · · · , xn èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, õàðàêòå-ðèçóåìîé íîðìàëüíûì çàêîíîì òèïà N(a, σ2), ïðè÷åì a è σ2 íå èçâåñò-íû. Ïîèñê äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ â ýòîé ñèòóà-öèè îñëîæíÿåòñÿ. Âîñïîëüçóåòñÿ òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì, óòâåðæäà-65



þùèì, ÷òî ñòàòèñòèêà
s2 =

1

n − 1

n
∑

j=1

(x̄ − xj)
2òàêîâà, ÷òî íîðìèðîâàííàÿ ñ.â.

τn =
x̄ − a

s/
√

nðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ñòüþäåíòà, íå çàâèñÿùåìó îò a è σ.Ïóñòü p(x, n) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñòàòèñòèêè τn, F(x, n) � ååèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ,
Fo(x, n) = F(x, n) − 0.5 =

∫ x

0

p(t, n) d t −àíàëîã �óíêöèè Ëàïëàñà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà. Òîãäà
P (|τn| 6 t) = 2

∫ t

0

p(x, n) d x = 2Fo(t, n).Îöåíêó |τn| 6 t ìîæíî çàïèñàòü â âèäå |x̄ − a| 6
s t√
n
. Ñòàëî áûòü,

P (|x̄ − a| 6 δ) = 2Fo(t, n), ãäå t =
δ
√

n

s
.Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå çíà÷åíèå x̄, íàõîäèì |x̄−a| 6 δ, òî åñòü x̄−δ 6 a 6

x̄+ δ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåí äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (x̄− δ, x̄+ δ), ñíàäåæíîñòüþ β = 2Fo(t, n) íàêðûâàþùèé ïàðàìåòð a, ãäå t = δ
√

n
s . Äëÿóäîáñòâà ðàñ÷åòîâ â Ïðèëîæåíèè 2 ïðèâåäåíà òàáëèöà çíà÷åíèé t, òàêèõ,÷òî

2Fo(t, n) = β,ãäå β � áëèçêàÿ ê 1 çàäàííàÿ íàäåæíîñòü îöåíêè.* �àññìîòðèì âûáîðêó îáúåìà 5 èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Êðîìå íàé-äåííîãî ðàíåå çíà÷åíèÿ x̄ = 4.7832, íàì ïîíàäîáèòñÿ âåëè÷èíà
s =

√

√

√

√

1

4

5
∑

j=1

(xj − x̄)2 = 0.0105.Âîçüìåì β = 0.99. Ïî òàáë. II Ïðèëîæåíèÿ íàõîäèì t = 4.60. Ïîýòîìó
δ = t s/

√
5 = 0.0216 è äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì áóäåò (4.7616, 4.8048).66



Îí ÿâëÿåòñÿ áîëåå øèðîêèì, ÷åì â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ãäå σ áûëàèçâåñòíà.Îáñóäèì ñõåìó ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ íåèçâåñòíî-ãî çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè σ2 íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ãåíåðàëüíîé ñîâî-êóïíîñòè. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì óòâåðæäåíèåì î òîì, ÷òî åñëè ñòà-òèñòèêà n s2/σ2 ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïèðñîíà ñ n − 1 ñòåïåíÿìè ñâî-áîäû, òî ýòîò çàêîí íå çàâèñèò îò ñðåäíåãî a ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.Ïóñòü β � íàçíà÷åííàÿ äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü, áëèçêàÿ ê 1. Âûáåðåì÷èñëà x1, x2 òàê, ÷òîáû
P

(n s2

σ2
6 x1

)

= P
(n s2

σ2
> x2

)

=
1

2
(1 − β).×èñëåííûå çíà÷åíèÿ x1, x2 íàõîäÿòñÿ ïî òàáë. III â ïðèëîæåíèè äëÿ χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû (n−1) è ñ âõîäíûì çíà÷åíèåì

α/2 = 1
2(1 − β). Êàê òîëüêî íàéäåíû x1, x2, ìîæíî çàïèñàòü

P
(

x1 <
n s2

σ2
< x2

)

= β.Íåðàâåíñòâà x1 < n s2

σ2 < x2 è n s2

x2

< σ2 < n s2

x1

ðàâíîñèëüíû, ïîýòîìó
P

(n s2

x2
< σ2 <

n s2

x1

)

= P
(

s

√

n

x2
< σ < s

√

n

x1

)

= β.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðàìåòð σ èìååò äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë
(s

√

n/x2, s
√

n/x1).Îòìåòèì, ÷òî ýòîò èíòåðâàë íå çàâèñèò îò a, ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèåñòàòèñòèêè n s2/σ2 íå çàâèñèò îò a.* �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ âûáîðêó îáúåìà 30 èç íîðìàëüíî ðàñïðå-äåëåííîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè:
−1.90, 1.37, −0.89, −0.13, 0.15, −0.79, −0.96, 1.55, 0.40, 0.69,

−0.90, 0.15, 0.90, 0.82, 1.53, −0.34, 0.98, −1.38, 1.48, −0.65,

1.10, 0.30, −0.13, −1.90, −0.32, −0.42, 0.77, 0.08, 0.17, 0.87.Âû÷èñëåíèå âåëè÷èí x̄ è s2 ïî óêàçàííûì ðàíåå �îðìóëàì äàåò ñëåäó-þùèå ðåçóëüòàòû: x̄ = 0.087, s2 = 0.949. Íàçíà÷èì íàäåæíîñòü β = 0.9.Òîãäà γ = α/2 = 0.05 è òàáëèöà χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ n − 1 = 29 ñòåïå-íÿìè ñâîáîäû äàåò x1 = 17.7, x2 = 42.6. Ñëåäîâàòåëüíî, äîâåðèòåëüíûéèíòåðâàë äëÿ σ, îòâå÷àþùèé äàííîé âûáîðêå è β = 0.9, èìååò ãðàíèöû:
√

n s2/x2 ≈ 0.80;
√

n s2/x1 ≈ 1.25.67



§ 4.4. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåçÎäíà èç íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå çàäà÷, ñâÿçàííûõñ ïðèìåíåíèåì ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ñîñòîèò â ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ îòîì, ñëåäóåò ëè íà îñíîâàíèè äàííîé âûáîðêè ïðèíÿòü èëè îòâåðãíóòüíåêîòîðîå ïðåäïîëîæåíèå (ãèïîòåçó) îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ãåíåðàëü-íîé ñîâîêóïíîñòè èëè åå òåîðåòè÷åñêîãî çàêîíà. Ïðèìåðû òàêîãî ñîðòàâîïðîñîâ ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû èç ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòåé ïðàêòè÷å-ñêîé èëè íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ëå÷åíèÿ íåêîòîðîéáîëåçíè ïðåäëîæåíî íîâîå ëåêàðñòâî, óæå èñïûòàííîå íà íåêîòîðîì ÷èñ-ëå áîëüíûõ. Ñïðàøèâàåòñÿ, ìîæíî ëè ïî äàííûì î ðåçóëüòàòàõ òàêîãîëå÷åíèÿ ñäåëàòü îáîñíîâàííîå çàêëþ÷åíèå î òîì, ÷òî íîâîå ëåêàðñòâîáîëåå ý��åêòèâíî, ÷åì ïðèìåíÿâøèåñÿ ðàíåå ìåòîäû ëå÷åíèÿ, èëè æåñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî íàáëþäàåìàÿ ðàçíèöà â ðåçóëüòàòàõ ëå÷åíèÿ ïðèñòàðîì è íîâîì ìåòîäàõ ëåæèò â äîïóñòèìûõ ãðàíèöàõ è íîñèò ÷èñòîñëó÷àéíûé õàðàêòåð? �àññìàòðèâàÿ äàííûå î ðåçóëüòàòàõ ëå÷åíèÿ êàêâûáîðêó èç íåêîòîðîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, íóæíî ïî ýòîé âûáîð-êå ïðèíÿòü èëè îòêëîíèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî íîâîå ëåêàðñòâî áîëååý��åêòèâíî, ÷åì ñòàðûå ìåòîäû ëå÷åíèÿ.Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò â àãðîíîìè÷åñêîé ïðàêòèêå, êîãäà ïîóðîæàþ íà îïûòíûõ ó÷àñòêàõ ñëåäóåò ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î öåëåñîîáðàç-íîñòè òåõ èëè èíûõ íîâîââåäåíèé â ìåòîäû îáðàáîòêè ïî÷âû èëè óõîäàçà ïîñåâàìè. Òîò æå âîïðîñ âîçíèêàåò ïåðåä ðóêîâîäèòåëÿìè ïðîìûø-ëåííîãî ïðåäïðèÿòèÿ, êîãäà îíè äîëæíû ïðèíÿòü ðåøåíèå îá èçìåíåíèèòåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà èëè ïðèçíàòü òåõíè÷åñêóþ öåëåñîîáðàçíîñòü(íåöåëåñîîáðàçíîñòü) çàìåíû îäíîãî îáîðóäîâàíèÿ äðóãèì.Ñõåìà ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîâåðêè ãèïîòåç âûãëÿäèòñëåäóþùèì îáðàçîì. Îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòèâûäâèãàåòñÿ òà èëè èíàÿ ãèïîòåçà H. Èç ýòîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòèèçâëåêàåòñÿ âûáîðêà x1, x2, · · · , xn. Òðåáóåòñÿ óêàçàòü ïðàâèëî, ïðè ïî-ìîùè êîòîðîãî ìîæíî áûëî áû ïî êàæäîé äàííîé âûáîðêå ðåøèòü âî-ïðîñ î ïðèíÿòèè èëè îòêëîíåíèè ãèïîòåçû H.* Â òåîðèè íàäåæíîñòè äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ èçäåëèé óñòàíîâëåí ýêñïî-íåíöèàëüíûé çàêîí îòêàçîâ: åñëè τ � âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû èçäåëèÿ(ïðèáîðà, àâòîìîáèëÿ, ñàìîëåòà, âåðòîëåòà), òî P (τ > x) = e−x/T , ãäå
x > 0 è T � ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû èçäåëèÿ. Ñòàëî áûòü,âåðîÿòíîñòü Q áåçîòêàçíîé ðàáîòû èçäåëèÿ â òå÷åíèå âðåìåíè T0 ðàâíà
e−T0/T . 68



Äîïóñòèì, ÷òî òåõíè÷åñêèìè óñëîâèÿìè ýêñïëóàòàöèè èçäåëèÿ ïðåäó-ñìîòðåíî îáåñïå÷åíèå íåðàâåíñòâà Q > 1− ε, ãäå ε � ìàëîå ïîëîæèòåëü-íîå ÷èñëî. Ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òàêîìó:
T >

T0

ln 1
1−ε

=: T1.Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ïîäëåæàùåé ïðîâåðêå ãèïîòåçû ìîæíî âçÿòü
H = {Fτ(x) = 1 − e−x/T , T > T1}. Àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà H̄ =
{Fτ(x) = 1−e−x/T , T < T1}. Ïðîäîëæèì îáñóæäåíèå âîïðîñà î ñòàòèñòè-÷åñêîé ïðîâåðêå ãèïîòåç. Ïóñòü ïðè ãèïîòåçå H èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèåâåðîÿòíîñòåé íåêîòîðîé ñòàòèñòèêè g = g(x1, x2, · · · , xn) è, â ÷àñòíî-ñòè, ïóñòü äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè β = 1 − α, áëèçêîãî ê 1,ñóùåñòâóåò òàêîé èíòåðâàë (t1, t2), ÷òî

P{g ∈ (t1, t2)} = P{t1 < g(x1, x2, · · · , xn) < t2} = β. (6)Ïðåäïîëîæèì α ñòîëü ìàëûì ÷èñëîì, ÷òî ìû ðåøàåì ñêîðåå îòêàçàòüñÿîò ãèïîòåòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà (6) è òåì ñàìûì îòâåðãíóòü ãèïîòåçó H,÷åì äîïóñòèòü âîçìîæíîñòü ñîáûòèÿ g /∈ (t1, t2) ñòîëü ìàëîé âåðîÿòíî-ñòè:
P{g /∈ (t1, t2)} = α. (7)Ïóñòü òåïåðü èç ðàññìàòðèâàåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè èçâëå÷åíàâûáîðêà x1, x2, · · · , xn, äëÿ êîòîðîé �àêòè÷åñêè îêàçàëîñü, ÷òî ÷èñëåí-íîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè g(x1, x2, · · · , xn) ëåæèò âíå èíòåðâàëà (t1, t2),òî åñòü ïóñòü ïðîèçîøëî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíîå ñîáûòèå. Â ñîîòâåò-ñòâèè ñ èçëîæåííûì â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î òîì, ÷òîãèïîòåçà H äîëæíà áûòü îòâåðãíóòà. Åñëè æå ÷èñëåííîå çíà÷åíèåñòàòèñòèêè g(x1, x2, · · · , xn) îêàçàëîñü ëåæàùèì â èíòåðâàëå (t1, t2), òîâûáîðêà x1, x2, · · · , xn ñ÷èòàåòñÿ íå ïðîòèâîðå÷àùåé ãèïîòåçå H èëèñîãëàñóþùåéñÿ ñ ãèïîòåçîé H. �îâîðÿò òàêæå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûáîð-êà x1, x2, · · · , xn ïîäòâåðæäàåò ãèïîòåçó.Ñëåäóåò îò÷åòëèâî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, ÷òî çàêëþ÷åíèÿ îá îòêëîíå-íèè èëè ïðèíÿòèè ãèïîòåçû H íà îñíîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ìàòåðèà-ëà x1, x2, · · · , xn íå ìîãóò áûòü äîñòîâåðíûìè íà âñå 100%. Åñëè ðóêî-âîäñòâîâàòüñÿ îïèñàííûì âûøå ïðàâèëîì, òî â ïðèíöèïå íå èñêëþ÷å-íî, ÷òî ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû H âñå-òàêè îñóùåñòâèòñÿ ñîáûòèå

g /∈ (t1, t2), êîòîðîå âëå÷åò çà ñîáîé îòêëîíåíèå ãèïîòåçû H. Âåðîÿòíîñòüýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà α. Òàêîãî ðîäà îøèáêà, êîãäà îòêëîíÿåòñÿ âåðíàÿ â69



äåéñòâèòåëüíîñòè ãèïîòåçà H, íàçûâàåòñÿ îøèáêîé ïåðâîãî ðîäà. Ìîæåòòàêæå ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè g îêàæåòñÿ ïðèíàä-ëåæàùèì èíòåðâàëó (t1, t2), ÷òî ïîâëå÷åò çà ñîáîé ïðèíÿòèå ãèïîòåçû
H, òîãäà êàê íà ñàìîì äåëå âìåñòî ãèïîòåçû H ñïðàâåäëèâà êàêàÿ-ëèáîäðóãàÿ ãèïîòåçà H∗, íå ñèëüíî èçìåíÿþùàÿ ðàâåíñòâî (6). Òàêîãî òè-ïà îøèáêà, êîãäà ïðèíèìàåòñÿ ëîæíàÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè ãèïîòåçà H,íàçûâàåòñÿ îøèáêîé âòîðîãî ðîäà. Íàêîíåö, âîçìîæåí è ÷åòâåðòûé âà-ðèàíò, êîãäà îòêëîíÿåòñÿ ëîæíàÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè ãèïîòåçà. Ïîíÿòíî,÷òî ñòàòèñòèêà g(x2, x2, · · · , xn) òåì ñ áîëüøèì îñíîâàíèåì ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàíà êàê èíñòðóìåíò äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H, ÷åì ìåíüøååçíà÷åíèå áóäóò èìåòü âåðîÿòíîñòè îøèáîê îáîèõ ðîäîâ.Èçëîæåííîå ïðàâèëî ïðîâåðêè ãèïîòåç íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì çíà÷è-ìîñòè, à ïðèìåíÿåìàÿ ïðè ýòîì ñòàòèñòèêà g(x1, x2, · · · , xn) ÷àñòî íàçû-âàåòñÿ ïðîñòî êðèòåðèåì. Âåðîÿòíîñòü α îøèáêè ïåðâîãî ðîäà íàçûâà-åòñÿ óðîâíåì çíà÷èìîñòè äàííîãî êðèòåðèÿ. Îáû÷íî óðîâåíü çíà÷èìî-ñòè â çàâèñèìîñòè îò òðåáóåìîé òî÷íîñòè ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì 0.1, 0.05èëè 0.01. Íåðåäêî, îñîáåííî â ëèòåðàòóðå ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà, óðî-âåíü çíà÷èìîñòè âûðàæàåòñÿ â ïðîöåíòàõ. Òîëüêî ÷òî íàçâàííûå òðèçíà÷åíèÿ α áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî êàê äåñÿòè-, ïÿòè- èëèîäíîïðîöåíòíûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè. Îáëàñòü çíà÷åíèé ñòàòèñòèêè g,ëåæàùàÿ âíå èíòåðâàëà (t1, t2), íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ. Èí-òåðâàë (t1, t2) íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé.Â ðàìêàõ äàííîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ íå ìîæåò áûòü èçëîæåíà òåîðèÿïîñòðîåíèÿ êðèòåðèåâ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîâåðêè ãèïîòåç. �àññìîò-ðèì ïðèìåð òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà.* Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ãåíåðàëüíûå ñîâîêóïíîñòè ñ çàêîíàìè òèïà
N(a1, σ1) èN(a2, σ2). Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî σ1 = σ2.Èçâëåêàþòñÿ äâå íåçàâèñèìûå âûáîðêè x1, x2, · · · , xn è y1, y2, · · · , ym,ïî îäíîé èç êàæäîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. �èïîòåçó óäîáíî çàïè-ñàòü â âèäå σ1/σ2 = 1 è ïðèìåíèòü äëÿ åå ïðîâåðêè ðàïðåäåëåíèå Ôèøå-ðà. �àññìîòðèì îòíîøåíèå

s2
x

s2
y

=
1

n−1

∑n
i=1 (xi − x̄)2

1
m−1

∑m
j=1 (yj − ȳ)2

.×èñëèòåëü èìååò ðàñïðåäåëåíèå σ2

1

n−1 χ2
n−1, à çíàìåíàòåëü � ðàñïðåäåëå-íèå σ2

2

m−1 χ2
m−1. Åñëè ãèïîòåçà âåðíà, òî îòíîøåíèå s2

x/s
2
y èìååò ðàñïðå-äåëåíèå Ôèøåðà Fn−1,m−1. Íàçíà÷àþò óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è ñ ïîìî-ùüþ òàáëèö ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà íàõîäÿò îáëàñòü (t1, t2) äîïóñòèìûõ70



çíà÷åíèé äëÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà s2
x/s

2
yïîïàëà â ýòó îáëàñòü, òî ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î òîì, ÷òî ñ íàäåæíîñòüþ

β = 1 − α ãèïîòåçà σ1 = σ2 âåðíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãèïîòåçà îòâåð-ãàåòñÿ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-ñòè íå èçâåñòåí è òðåáóåòñÿ ïî âûáîðêå x1, x2, · · · , xn ðåøèòü âîïðîñ îòîì, äîïóñòèìî ëè ñ÷èòàòü ýòî íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàþùèìñ òåì èëè èíûì ãèïîòåòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Êðèòåðèè çíà÷èìîñòèäëÿ ïðîâåðêè òàêèõ ãèïîòåç î ðàñïðåäåëåíèè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòèíîñÿò ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ. Îñòàíîâèìñÿ íà äâóõêðèòåðèÿõ òàêîãî ðîäà. Ïåðâûé èç íèõ � ýòî êðèòåðèé χ2, òåñíî ñâÿçàí-íûé ñ χ2-ðàñïðåäåëåíèåì Ïèðñîíà.Ïóñòü ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî èññëåäóåìàÿ ãåíåðàëüíàÿ ñî-âîêóïíîñòü èìååò äàííóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Âñå ìíîæåñòâîçíà÷åíèé x ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ðàçáèâàåòñÿ êàêèì-ëèáî îáðàçîìíà íåêîòîðîå ÷èñëî ïðîìåæóòêîâ ∆j, j = 1, 2, · · · , k. Ñèìâîëîì pj îáî-çíà÷èì âåðîÿòíîñòü ïðèíàäëåæíîñòè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ x ïðîìå-æóòêó ∆j. Ïðè ýòîì âñå ïðîìåæóòêè ∆j äîëæíû áûòü âûáðàíû òàêèìîáðàçîì, ÷òîáû âñå âåðîÿòíîñòè pj áûëè ïîëîæèòåëüíû è èõ ñóììà ðàâ-íÿëàñü 1.Ïóñòü, äàëåå, âûáîðêà x1, x2, · · · , xn ñîäåðæèò nj ñâîèõ çíà÷åíèé âïðîìåæóòêå ∆j, j = 1, 2, · · · , k. Åñëè îáúåì âûáîðêè äîñòàòî÷íî âå-ëèê, òî ïî òåîðåìå Ìóàâðà � Ëàïëàñà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû nj áóäóò ïðè-áëèæåííî ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì n pj èäèñïåðñèåé n pj(1− pj). Íîðìàëüíûì òèïà N(0, 1) áóäåò (ïðèáëèæåííî)è ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. nj−n pj√
n pj

äëÿ êàæäîãî èç íîìåðîâ j = 1, 2, · · · , k. Ïðè-íèìàÿ âî âíèìàíèå äàííîå ðàíåå îïðåäåëåíèå χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîæíîîæèäàòü, ÷òî ñóììà
ξ =

k
∑

j=1

(nj − n pj)
2

n pj
(8)áóäåò èìåòü àñèìïòîòè÷åñêè ïðè n → ∞ (ïðèáëèæåííî ïðè äîñòàòî÷íîáîëüøèõ n) χ2-ðàñïðåäåëåíèå. Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, è ñîîòâåòñòâóþ-ùàÿ òåîðåìà ãëàñèò, ÷òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. ξ â (8) ñîâïàäàåòñ χ2-ðàñïðåäåëåíèåì ïðè ÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû k − 1. Óìåíüøåíèå íàåäèíèöó ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì ñëàãàåìûõ â ïðà-âîé ÷àñòè (8) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñ.â. nj íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, àñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì n1 + n2 + · · · + nk = n.71



Íà îñíîâå ñ�îðìóëèðîâàííîé òåîðåìû ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèéñîãëàñèÿ. Ïî âûáðàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå xα,òàêîå, ÷òî P (χ2 > xα) = α. Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà ξ â �îðìóëå (8)èìååò χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ (k−1)-é ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òîâû÷èñëåííîå ïî âûáîðêå çíà÷åíèå âåëè÷èíû ξ èç �îðìóëû (8) ïîïàëî âîáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé, òî åñòü ξ 6 xα, òî âûáîðêà ñ÷èòàåòñÿ ïîä-òâåðæäàþùåé ãèïîòåçó î òîì, ÷òî �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ èññëåäóåìîéãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ÿâëÿåòñÿ F (x). Åñëè æå óêàçàííîå çíà÷åíèå ξîêàæåòñÿ â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè, òî åñòü ξ > xα, òî ñ�îðìóëèðîâàííàÿãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ.Ïî ïîâîäó óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè êðèòåðèÿ χ2 ñëåäóåò ñäåëàòü çàìå-÷àíèÿ. Âî�ïåðâûõ, íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî ïðèíÿòèå χ2-ðàñïðåäåëåíèÿäëÿ ñ.â. ξ, îïðåäåëÿåìîé �îðìóëîé (8), ñ÷èòàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè äëÿâñåõ çíà÷åíèé j âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà n pj > 10.Äàëåå, �óíêöèÿ F (x) ñ÷èòàåòñÿ âïîëíå çàäàííîé, òî åñòü â åå àíàëè-òè÷åñêîì âûðàæåíèè îòñóòñòâóþò íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû.Åñëè æå ïðîâåðÿåìàÿ ãèïîòåçà �îðìóëèðóåòñÿ êàê ãèïîòåçà î ïðè-íàäëåæíîñòè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè çàäàí-íîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó (íàïðèìåð, ñåìåéñòâó N(a, σ2)) áåç�èêñàöèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, òî ïðèìåíåíèå χ2-êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿòðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîé ïîäãîòîâêè. À èìåííî ïî èìåþùåéñÿ âûáîðêå
x1, x2, · · · , xn íàõîäÿòñÿ îöåíêè äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûåçàòåì èñïîëüçóþòñÿ âìåñòî èñòèííûõ ïàðàìåòðîâ. Îòíîñèòåëüíî âîç-íèêàþùåãî çàêîíà F ∗(x) è �îðìóëèðóåòñÿ ãèïîòåçà è ïðèìåíÿåòñÿ χ2-êðèòåðèé ñîãëàñèÿ äëÿ åå ïðèíÿòèÿ èëè îòêëîíåíèÿ. Åñòåñòâåííî, òðå-áîâàíèÿ ê ìàëîñòè óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α â ýòîé ñèòóàöèè äîëæíû áûòüïîâûøåíû.Íàêîíåö, íóæíî ïîìíèòü î òîì, ÷òî ïðèâåäåííûå ñâåäåíèÿ ïåðâè÷-íû è íå âûäåëÿþò ðÿä òîíêèõ ìîìåíòîâ, î êîòîðûõ ïîëåçíî çíàòü òåì,êòî íàìåðåí âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèÿìè ñîãëàñèÿ â ñâîåé ïðàêòè÷åñêîéäåÿòåëüíîñòè. ×èòàòåëü äîëæåí òîãäà îáðàòèòüñÿ ê áîëåå ïîëíûì ðóêî-âîäñòâàì ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Äàäèìâ çàêëþ÷åíèå êðàòêóþ ñïðàâêó î êðèòåðèè ñîãëàñèÿ, ïîñòðîåííîì À.Í.Êîëìîãîðîâûì. Îí ïîçâîëÿåò ïðèíÿòü ëèáî îòêëîíèòü ãèïîòåçó î òîì,÷òî �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ èññëåäóåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ÿâ-ëÿåòñÿ çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ F (x) (íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâíå ñîäåðæàùàÿ). Êðèòåðèé îñíîâàí íà òåîðåìå Êîëìîãîðîâà îá àñèìï-72



òîòèêå ïðè n → ∞ ñòàòèñòèêè
Dn = max |F (x) − Fn(x)|,ãäå Fn(x) � ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî âû-áîðêå x1, x2, · · · , xn äàííîãî îáúåìà n è ìàêñèìóì (òî÷íåå, ñóïðåìóì)áåðåòñÿ ïî âñåì x ∈ R.À.Í. Êîëìîãîðîâ äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) íåïðåðûâíîé ñ.â. ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå
P

{

Dn <
x√
n

}

→ K(x) (9)ïðè n → ∞, ãäå x � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à �óíêöèÿÊîëìîãîðîâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé ðÿäà:
K(x) = 1 − 2 ·

∞
∑

j=1

(−1)j−1 · e−2(j x)2.Ïðè x 6 0 �óíêöèÿ Êîëìîãîðîâà ðàâíà íóëþ.Ôóíêöèÿ K(x) òàáóëèðîâàíà ââèäó åå âàæíîñòè äëÿ ïðàêòèêè. Ñõå-ìà ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Êîëìîãîðîâà ê ïîñòðîåíèþ êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿíàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûì âûøå ìàòåðèàëîì ïðè-ìåíèòåëüíî ê êðèòåðèþ Ïèðñîíà â íåïàðàìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå. Åùå ðàçîòìåòèì, ÷òî ãèïîòåòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) äîëæíà áûòüíåïðåðûâíîé.
§ 4.5. Ñãëàæèâàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çàâèñèìîñòåéìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâÏðîâîäÿ ïðèêëàäíûå ãåîäåçè÷åñêèå è àñòðîíîìè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ,Ê.Ô. �àóññ ñòîëêíóëñÿ ñî ñëåäóþùåé çàäà÷åé. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè�îðìóëó, âûðàæàþùóþ �óíêöèîíàëüíóþ ñâÿçü y = f(x) ìåæäó ïåðå-ìåííûìè âåëè÷èíàìè x è y. Ñ ýòîé öåëüþ ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿ-þòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó ïàðû ÷èñåë (xj, yj), j = 1, 2, · · · , n.Ýòè ïàðû ÷èñåë ìîæíî èçîáðàçèòü òî÷êàìè â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîéñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ èëè êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ,ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè, ìîæåò ñëóæèòü ãðà�èêîì �óíêöèîíàëü-íîé çàâèñèìîñòè ìåæäó x è y. Ïðèáëèæåíèÿìè ìîãóò ñëóæèòü è êðèâûå,íå îáÿçàòåëüíî ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âñå òî÷êè, ïîñêîëüêó âñëåäñòâèå íåèç-áåæíûõ îøèáîê â èçìåðåíèÿõ ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè Pj = (xj, yj)73



ìîãóò è íå ïðèíàäëåæàòü ãðà�èêó èñòèííîé çàâèñèìîñòè. Âîçíèêàåòâîïðîñ îá îïòèìàëüíîì (íàèëó÷øåì â êàêîì-ëèáî ñìûñëå) è êîíñòðóê-òèâíîì ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè. Ìîæíî, êîíå÷íî,ïîäîáðàòü �îðìóëó y = f ∗(x) â âèäå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà ñòå-ïåíè n−1, ãðà�èê êîòîðîãî íåïðåìåííî ïðîõîäèò ÷åðåç âñå òî÷êè Pj. Íîâûñêàçàííîå ñîîáðàæåíèå îá îøèáêàõ ýêñïåðèìåíòà ïîäñêàçûâàåò íàì,÷òî ñêîðåå âñåãî èñòèííûé ãðà�èê áóäåò ïðîõîäèòü âáëèçè òî÷åê Pj.Íåñêîëüêî èäåàëèçèðóÿ ñèòóàöèþ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ÷èñëà xjìû óìååì íàõîäèòü àáñîëþòíî òî÷íî. Ïóñòü èñêîìàÿ �óíêöèîíàëüíàÿçàâèñèìîñòü y = f(x) ïðèíàäëåæèò ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó y =
F (x, a, b, · · · , c) íåïðåðûâíûõ �óíêöèé. Òîãäà ïðè ïðîèçâîëüíî çàäàí-íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b, · · · , c ìîæíî âû÷èñëèòü F (xj, a, b, · · · ,
c). Âñëåäñòâèå îïûòíûõ îøèáîê ïðè èçìåðåíèè ÷èñåë yj íåêîòîðûå ðàç-íîñòè δj = yj − F (xj, a, b, · · · , c) ìîãóò áûòü îòëè÷íûìè îò íóëÿ. Èäåÿìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ðàçðàáîòàííîãî �àóññîì, ñîñòîèò â äàí-íîì ñëó÷àå â âûáîðå ïàðàìåòðîâ a, b, · · · , c èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíê-öèè Φ(a, b, · · · , c) =

∑n
j=1 δ2

j (ñóììû êâàäðàòîâ "íåâÿçîê" δj).Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè �óíêöèè
Φ(a, b, · · · , c) =

n
∑

j=1

(

yj − F (xj, a, b, · · · , c)
)2

.Òàê êàê Φ ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è íåïðåðûâíà, òî ìèíè-ìóì äîñòèãàåòñÿ. Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, ñðåäè êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ èñêî-ìûå òî÷êè ìèíèìóìà, îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ â íóëü âñåõ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè Φ. Òàêèì ïóòåì ïðèõîäèì ê ñèñòåìå íîð-ìàëüíûõ óðàâíåíèé:
n

∑

j=1

(

yj − F (xj, a, b, · · · , c)
)∂F (xj, a, b, · · · , c)

∂a
= 0,

n
∑

j=1

(

yj − F (xj, a, b, · · · , c)
)∂F (xj, a, b, · · · , c)

∂b
= 0,

· · · · · · · · ·
n

∑

j=1

(

yj − F (xj, a, b, · · · , c)
)∂F (xj, a, b, · · · , c)

∂c
= 0.Äëÿ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå òèïîâ ïàðàìåòðè÷åñêèõçàâèñèìîñòåé F (x, a, b, · · · , c) ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå74



a, b, · · · , c. Íà íåì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì �óíêöèè íåâÿçîê. �àññìîòðèìíîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.Äëÿ �îðìóëû òèïà F (x, a, b) = a x+b íîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðèìóòâèä
n

∑

j=1

(yj − a xj − b) xj = 0,

n
∑

j=1

(yj − a xj − b) = 0.Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷èì
a

n
∑

j=1

xj + b n =
n

∑

j=1

yj,

a

n
∑

j=1

x2
j + b

n
∑

j=1

xj =
n

∑

j=1

xj yj. (10)* Ïóñòü îïûòíûì ïóòåì íàéäåíû ñëåäóþùèå 6 òî÷åê: (0.5, 0.31),
(1.0, 0.82), (1.5, 1.29), (2.0, 1.85), (2.5, 2.51), (3.0, 3.02). Íåòðóäíîâèäåòü, ÷òî âñå îíè ðàñïîëàãàþòñÿ ïðèìåðíî íà îäíîé ïðÿìîé ëèíèè,ïîýòîìó â êà÷åñòâå F âûáèðàåì ëèíåéíóþ �óíêöèþ îò x.Íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà (10) â äàííîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

10.5 a + 6 b = 9.8, 22.75 a + 10.5 b = 21.945.Åå ðåøåíèåì áóäåò a = 1.096, b = −0.285. Èñêîìàÿ �îðìóëà y = 1.096,
x-0.285. Åñëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè ëåæàò íà ïàðàáîëå, òî âûáèðàþò
F = a x2 + b x + c. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé

n
∑

j=1

(yj − a x2
j − b xj − c) = 0,

n
∑

j=1

(yj − a x2
j − b xj − c)xj = 0,

n
∑

j=1

(yj − a x2
j − b xj − c)x2

j = 0ñíîâà ëèíåéíà è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.75



Åñëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè ëåæàò ïðèìåðíî íà ãèïåðáîëå, àñèìï-òîòû êîòîðîé ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò, òî ìîæíî âûáðàòü F =
a + b/(x − c). Íåðåäêî ïóòåì ïîäõîäÿùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ óäàåòñÿïðåîáðàçîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíóþ çàâèñèìîñòü ê âèäó F = a x + b. Íà-ïðèìåð, �îðìóëà òèïà y = a eb x ðàâíîñèëüíà �îðìóëå Y = A x + B,ãäå

Y = lg y, A = b lg e, B = lg a. (11)Ïîñòîÿííûå A, B çàâèñèìîñòè Y = A x + B íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé(10), â êîòîðûõ âìåñòî a, b, yj ñëåäóåò áðàòü ñîîòâåòñòâåííî A, B, Yj.Ïîñëå îòûñêàíèÿ çíà÷åíèé A è B íàõîäÿò a è b ñ ïîìîùüþ �îðìóë (11)è âûïèñûâàþò èñêîìóþ çàâèñèìîñòü.* Îïûòíûå äàííûå ïîìåùåíû â äâóõ ïåðâûõ ñòðîêàõ ñëåäóþùåé òàá-ëèöû:
x : 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2,

y : 30.4 25.0 21.0 17.5 14.5 11.8 9.9 8.5,

Y : 1.48 1.40 1.32 1.24 1.16 1.07 1.00 0.93,ãäå Yj = lg yj, j = 1, 2, · · · , n. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â êîîðäèíàòàõ
x, Y = lg y òî÷êè (xj, Yj) ðàñïîëîæåíû ïðèìåðíî íà îäíîé ïðÿìîé ëè-íèè. Ïîýòîìó âûáèðàåì ïàðàìåòðè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü F = a eb x. Çíà-÷åíèÿ A, B íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû âèäà (10), êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àåâûãëÿäèò òàê:

12 A + 8 B = 9.61, 19.68 A + 12 B = 13.74.Îòñþäà A ≈ −0.40, B ≈ 1.80. Èç �îðìóë (11) ïîëó÷àåì a ≈ 63.2, b ≈
−0.92. Èñêîìàÿ �îðìóëà �

y = 63.2 e−0.92x.Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ è â äðóãèõ âîïðî-ñàõ. Åãî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå îñíîâàíî íà ïðèíöèïå ìàêñèìàëüíî-ãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ñì. ïåðâûå äâà ïðèìåðà â § 4.2). Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òîèçìåðèòåëüíûé ïðèáîð ãåíåðèðóåò íîðìàëüíóþ âûáîðêó y1, y2, · · · , yn,òî ñóììà êâàäðàòîâ íåâÿçîê ÿâëÿåòñÿ çàâèñÿùåé îò íåñêîëüêèõ ïàðà-ìåòðîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, êîòîðîé îòâå÷àåò îïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿïðàâäîïîäîáèÿ. Óñëîâèå ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ íåâÿçîê ðàâíîñèëü-íî óñëîâèþ ìàêñèìóìà �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïîäðîáíîñòè ìîæíî76



íàéòè â ëèòåðàòóðå. Åùå îäíèì ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íàèìåíü-øèõ êâàäðàòîâ ìîæåò ñëóæèòü ñïîñîá ðåãóëÿðèçàöèè ñèñòåì àëãåáðà-è÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî À.Í. Òèõîíîâó. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)
n

∑

i=1

aij xi = bj, j = 1, 2, · · · , m. (12)Êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (12) ñ÷èòàåì ïîëó÷åííûìè îïûòíûì ïóòåì.Îíè, êîíå÷íî, íàéäåíû ñ íåêîòîðûìè îøèáêàìè � íîðìàëüíî ðàñïðå-äåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Àíàëèç ñðåäñòâàìè êëàññè÷åñêîéëèíåéíîé àëãåáðû âïîëíå ìîæåò óêàçàòü íà íåñîâìåñòíîñòü ÑËÀÓ (12).Íî âåäü òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû íàì çíàòü è íå íóæíî, ïîñêîëüêóïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðîå ïðèáëèæåííîå åå ðåøå-íèå, îòâå÷àþùåå �èçè÷åñêîìó ñìûñëó èñõîäíîé çàäà÷è. ×òîáû íàéòèòàêîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ðàññìîòðèì ñóììó êâàäðàòîâ íåâÿçîê äëÿñèñòåìû (12):
Ψ(x1, x2, · · · , xn) =

m
∑

j=1

(

bj −
n

∑

i=1

aij xi

)2

. (13)Íàáîð êîîðäèíàò òî÷êè (xo
1, xo

2, · · · , xo
n) ìèíèìóìà �óíêöèè Ψ íàçûâàåò-ñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (12) ïî Òèõîíîâó. Äëÿ åãî íàõîæ-äåíèÿ âûïèñûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèè Ψ ñèñòåìà íîðìàëüíûõóðàâíåíèé

∂Ψ

∂xi
= 0, i = 1, 2, · · · , n. (14)Åå ïðèíÿòî íàçûâàòü ðåãóëÿðèçîâàííîé ïî Òèõîíîâó ñèñòåìîé äëÿÑËÀÓ(12). Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåãóëÿðèçîâàííàÿ ñèñòåìà (14) ñîâìåñòíàè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå è áóäåì èñêîìûì ïðèáëèæåííûìðåøåíèåì èñõîäíîé ÑËÀÓ (12).* Îïûòíûì ïóòåì óñòàíîâëåíî, ÷òî íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû x è y ñâÿ-çàíû ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

2 x + 3 y = 7.2, 3 x + y = 6.9, x + 2 y = 4.0.Ôóíêöèÿ Ψ èìååò âèä
Ψ(x, y) = (2 x + 3 y − 7.2)2 + (3 x + y − 6.9)2 + (x + 2 y − 4.0)2.�åãóëÿðèçîâàííîé ïî Òèõîíîâó ñèñòåìîé áóäåò 14 x+11 y = 39.1, 11 x+

14 y = 36.5. Èñêîìîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå: x ≈ 1.95, y ≈ 1.08.77



Íàêîíåö, ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî íå ëþáûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå çàâè-ñèìîñòè èìååò ñìûñë ñãëàæèâàòü. Íàïðèìåð, êàðäèîãðàììû, ýíöå�àëî-ãðàììû, ñåéñìîãðàììû ïðè ñãëàæèâàíèè òåðÿþò íàèáîëåå öåííóþ èí-�îðìàöèþ. Ñãëàæèâàíèå çàïèñåé êîëåáàíèé êóðñîâ âàëþò íà áèðæàõòàêæå ïðèâîäèò ê ïîòåðå çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè èí�îðìàöèè. Ñîâðåìåííûåèññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îáðàáîòêó ïîäîáíûõ çàâèñèìîñòåé (â ìà-òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå èõ íàçûâàþò âðåìåííûìè ðÿäàìè) öåëåñîîáðàç-íî ïðîâîäèòü íå òîëüêî ñãëàæèâàíèåì, íî è ìåòîäàìè òåîðèè �ðàêòàëîâ,îöåíêîé äèíàìèêè �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè. Èçëîæåíèå ýòèõ ìåòîäîââûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî ïðåäìåòà, õîòÿ èõ ïîïóëÿðíîñòü â ïîñëåäíèåãîäû âîçðàñòàåò.
§ 4.6. Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿÏóñòü (ξ, η) � ñëó÷àéíûé âåêòîð, â êîòîðîì, íàïðèìåð, ξ è η � ñèãíà-ëû íà âõîäå è âûõîäå íåêîòîðîãî óñòðîéñòâà ïðè íàëè÷èè ïîìåõ. Ñâÿçüìåæäó ξ è η â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííîé, è âîçíèêàåò âî-ïðîñ îá îòûñêàíèè ñðåäè âñåõ �óíêöèé ĝ(ξ) òàêîé, äëÿ êîòîðîé âåëè÷èíà

M (η − g(ξ)2) ìèíèìàëüíà. Ñòàëî áûòü, ðå÷ü èäåò î íàèëó÷øåì ïðèáëè-æåíèè â ñìûñëå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ôóíêöèÿ g(ξ), íà êîòî-ðîé äîñòèãàåòñÿ èñêîìûé ìèíèìóì, íàçûâàåòñÿ ñðåäíå-êâàäðàòè÷åñêîéðåãðåññèåé ñ.â. η íà ñ.â. ξ. Îãðàíè÷èìñÿ íàõîæäåíèåì ëèíåéíîé ñðåäíå-êâàäðàòè÷åñêîé ðåãðåññèè ñ.â. η íà ñ.â. ξ: g(ξ) = a ξ + b. Áåç äîêàçàòåëü-ñòâà îòìåòèì, ÷òî òàê íàçûâàåìàÿ íîðìàëüíàÿ ñðåäíå�êâàäðàòè÷åñêàÿðåãðåññèÿ η íà ξ, îòâå÷àþùàÿ ñëó÷àþ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η, îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé îò ξ.Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå èìåþò äåëî 
 âûáîðêàìè x1, x2, · · · ,

xn è y1, y2, · · · , yn èç ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé, îòâå÷àþùèõ ñ.â. ξ è
η ñîîòâåòñòâåííî, è çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ìåòîäîì íàèìåíüøèõêâàäðàòîâ �óíêöèè F (x) = a x + b. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å òàêàÿçàäà÷à áûëà óæå ðàññìîòðåíà è äëÿ êîý��èöèåíòîâ a è b áûëà âûïèñàíàÑËÀÓ (10). �åøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:

n b =
n

∑

j=1

yj − a

n
∑

j=1

xj, (15)òî åñòü b = ȳ − a x̄. Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ äëÿ b âî âòîðîå óðàâ-
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íåíèå ñèñòåìû (10) è î÷åâèäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äàþò
n

∑

j=1

xj

(

a(xj − x̄) − (yj − ȳ)
)

= 0.Îòñþäà
a =

∑n
j=1 xj(yj − ȳ)

∑n
j=1 xj(xj − x̄)

.Áîëåå ñèììåòðè÷íî òîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
a =

∑n
j=1 (xj − x̄)(yj − ȳ)
∑1

j=1 (xj − x̄)2
, (16)òàê êàê

n
∑

j=1

x̄ (xj − x̄) =
n

∑

j=1

x̄ (yj − ȳ) = 0.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
S2

x =
n

∑

j=1

(xj − x̄)2; S2
y =

n
∑

j=1

(yj − ȳ)2äëÿ âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé è
rx, y =

∑n
j=1 (xj − x̄)(yj − ȳ)

Sx · Syäëÿ âûáîðî÷íîãî êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè. Ñ ó÷åòîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé�îðìóëû (15) è (16) ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèÿì
a = rx, y

Sy

Sx
, b = ȳ − rx, y

Sy

Sx
x̄.Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþñðåäíå-êâàäðàòè÷åñêîé ðåãðåññèè η íà ξ ÿâëÿåòñÿ

y = rx, y
Sy

Sx
(x − x̄) + ȳ. (17)�ðà�èê �óíêöèè (17) â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàòÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x̄, ȳ) è íàçûâàåòñÿýìïèðè÷åñêîé ëèíèåé ðåãðåññèè y íà x.79



Àíàëîãè÷íûé âèä èìååò �óíêöèÿ, ãðà�è÷åñêèì èçîáðàæåíèåì êîòî-ðîé áóäåò ýìïèðè÷åñêàÿ ëèíèÿ ðåãðåññèè x íà y:
x = rx, y

Sx

Sy
(y − ȳ) + x̄. (18)Óðàâíåíèÿ îáåèõ ëèíèé ðåãðåññèè äîïóñêàþò ñèììåòðè÷íûå �îðìû çà-ïèñè. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå (17) çàïèñûâàåòñÿ â ðàâíîñèëüíîì âèäå

y − ȳ

Sy
= rx, y

x − x̄

Sx
.* Îïûòíûå äàííûå ñâåäåíû â òàáëèöó:

ξ : 22, 34 46 54 67 72,

η : 11 23 17 15 24 23.Òðåáóåòñÿ íàéòè ýìïèðè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè ξ íà η.Âû÷èñëåíèÿ äàþò: x̄ = 49.2, ȳ = 17.2, Sx = 19.1, Sy = 5.15,
rx, y = 0.95.Ñëåäîâàòåëüíî, rx, y

Sy

Sx
= 0.256 è èñêîìûì óðàâíåíèåì áóäåò y = 0.256

· (x − 49.2)+ 17.2.�àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ìåæäó ξ è η èìååòñÿ òåñíàÿ êîððåëÿöèîííàÿñâÿçü, ïîñêîëüêó rx, y = 0.95.Âîçìîæíî îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ äàííîãî ïàðàãðà�à íà ñëó÷àé n�ìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ (ìíîæåñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ).
§ 4.7. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå è âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ S2, åñëè âû-áîðêà èìååò âèä 20.3, 20.42, 19.85, 20.16, 19.98.2. Ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò nj/n ïîïàäàíèÿ çíà-÷åíèé âàðèàöèîííîãî ðÿäà â óêàçàííûå â ïåðâîé ñòðîêå ñëåäóþùåé òàá-ëèöû èíòåðâàëû. Îáúåì èñõîäíîé âûáîðêè n = 150, ÷èñëà nj äàíû âîâòîðîé ñòðîêå òàáëèöû.

Ij : [1, 3), [3, 5) [5 7) [7, 9) [9, 11],

nj : 10 25 35 60 20.
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3. Ïîêàçàòü, ÷òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñïóàññîíîâñêèì òåîðåòè÷åñêèì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ýòîãî ïàðàìåòðà.4. Íîáåëåâñêèé ëàóðåàò �. Ìèëëèêåí, âïåðâûå îïûòíûì ïóòåì èçìå-ðèâøèé çàðÿä ýëåêòðîíà, ïîëó÷èë ñâîè âûâîäû ïóòåì ñòàòèñòè÷åñêîé îá-ðàáîòêè âûáîðêè îáúåìà 58, ñîäåðæàùåé çíà÷åíèÿ çàðÿäîâ ìåëêèõ ýëåê-òðè÷åñêè çàðÿæåííûõ ìàñëÿíûõ êàïåëü [7℄. Âî èçáåæàíèå ãðîìîçäêîñòèïðèâåäåì çäåñü ëèøü ÷àñòü âûáîðêè Ìèëëèêåíà: 5.768 · 10−10; 4.810 ·
10−10; 4.778·10−10; 4.772·10−10; 4.790·10−10. (Çàðÿä èçìåðÿëñÿ â ãàóññî-âîé ñèñòåìå åäèíèö). Íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå x̄ è âûáîðî÷íîå ñðåäíå-êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå. Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå è åñòü ïðèáëèæåííîå çíà-÷åíèå çàðÿäà ýëåêòðîíà.5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ìàêñâåëëà, òî åñòüèìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

p(x) =
2 t2

a
√

2π
e−t2/2,ãäå t = x/a, a � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Ïî âûáîðêå x1, x2, · · · , xn íàéòèîöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà.6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïàðåòî ñ ïàðàìåòðîì

c > 0, òî åñòü èìååò ïëîòíîñòü
p(x) = c · x−1−c, åñëè x > 1,à ïðè x < 1 èìååì p(x) = 0. Ïî äàííîé âûáîðêå x1, x2, · · · , xn èç Ïàðåòî-ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè íàéòè îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿïàðàìåòðà c.7. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñðåäíåãî x̄ ïî âûáîðêå îáúåìà30, âûïèñàííîé â ïîñëåäíåì ïðèìåðå § 4.3, îòâå÷àþùèé äîâåðèòåëüíîéâåðîÿòíîñòè β = 0.96. Äèñïåðñèÿ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé 1.8. �åøèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà äèñïåðñèÿ σ2 íå èç-âåñòíà, à β = 0.80.9. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ σ, åñëè âûáîðêà âçÿòà èç çàäà÷è8 è íàçíà÷åíà äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü β = 0.80.10. Ïðè ðåíòãåíîâñêîì îáñëåäîâàíèè âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü çàáî-ëåâàíèå òóáåðêóëåçîì ó áîëüíîãî ýòîé áîëåçíüþ ðàâíà 0.9. Âåðîÿòíîñòüïðèíÿòü çäîðîâîãî ÷åëîâåêà çà áîëüíîãî òóáåðêóëåçîì ðàâíà 0.08. Ïóñòü81



äîëÿ áîëüíûõ òóáåðêóëåçîì ïî îòíîøåíèþ êî âñåìó íàñåëåíèþ ðàâíà0.006. Íàéòè óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åëîâåê çäîðîâ, åñëè îíáûë ïðèçíàí áîëüíûì ïðè îáñëåäîâàíèè.11. Ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Ïèðñîíà, ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè 0.05 óñòàíî-âèòü, ñîãëàñóåòñÿ ëè ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ãåíåðàëüíîéñîâîêóïíîñòè ñ äàííûìè ñëåäóþùåé âûáîðêè îáúåìà n = 200:
xj : 5 7 9 11 13 15 17 19 21,

nj : 15 26 25 30 26 21 24 20 13.Çäåñü nj � ÷èñëî ïîÿâëåíèé çíà÷åíèÿ xj â èñõîäíîé âûáîðêå ïðè äàííîì
j. 12. Íèæå ïðèâåäåíû òàáëèöû ñðåäíåìåñÿ÷íûõ òåìïåðàòóð â Ìîñêâåè Ëîíäîíå â òå÷åíèå îäíîãî ãîäà:Ìåñÿö: I II III IV V V I V II V III IX X XI XIIÌîñêâà:− 16 − 10 − 9.4 4.0 7.5 13.8 16.4 14.8 9.2 6.4 1.0 − 8.0Ëîíäîí:− 1.1 0.4 6.9 9.7 11.6 15.9 16.3 15.9 13.8 11.7 6.7 2.8.�àññìàòðèâàÿ ñðåäíèå òåìïåðàòóðû ïî ìåñÿöàì êàê âûáîðî÷íûå çíà÷å-íèÿ ñ.â. µ è λ, íàéòè âûáîðî÷íûå ñðåäíèå, âûáîðî÷íûå äèñïåðñèè è êî-ý��èöèåíò êîððåëÿöèè.13. Â ãîðîäå N ñ 1996 ïî 2002 ã. âêëþ÷èòåëüíî áûëî âûäàíî âîäèòåëü-ñêèõ óäîñòîâåðåíèé 65, 70, 52, 42, 48, 74, 57 ïîñëåäîâàòåëüíî ïî óêàçàí-íûì ãîäàì. Çàðåãèñòðèðîâàííîå ÷èñëî âûïóñêíèêîâ ñðåäíèõ øêîë â òåæå ãîäû â ýòîì ãîðîäå ñîñòàâëÿëî 632, 619, 598, 562, 579, 609, 580 ñî-îòâåòñòâåííî. Èññëåäîâàòü ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ ìåæäó ïåðâîé è âòîðîéñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

82



ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Âåíöåëü Å.Ñ. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 2002.2. �èõìàí È.È., Ñêîðîõîä À.Â., ßäðåíêî Ì.È. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåéè ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. Êèåâ: Âèùà øêîëà, 1979.3. �ìóðìàí Â.Å. �óêîâîäñòâî ê ðåøåíèþ çàäà÷ ïî òåîðèè âåðîÿòíî-ñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 2000.4. Æåâåðæååâ Â.Ô., Êàëüíèöêèé Ë.À., Ñàïîãîâ Í.À. Ñïåöèàëüíûéêóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè äëÿ âòóçîâ. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1970.5. Êîâàëåíêî È.Í., Ôèëèïïîâà À.À. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìà-òè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1982.6. Êîðí �., Êîðí Ò. Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå äëÿ íàó÷íûõ ðàáîò-íèêîâ è èíæåíåðîâ. Ì.: Íàóêà, 1970.7. Ìåøàëêèí Ë.Ä. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ì.: Èçä�âî Ì�Ó, 1963.8. Ñåâàñòüÿíîâ Á.À., ×èñòÿêîâ Â.Ï., Çóáêîâ À.Ì. Ñáîðíèê çàäà÷ ïîòåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ì.: Íàóêà, 1980.9. Ñìèðíîâ Í.Â., Äóíèí-Áàðêîâñêèé È.Â. Êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåéè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè äëÿ òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.Ì.: Íàóêà, 1969.10. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòè-ñòèêå è òåîðèè ñëó÷àéíûõ �óíêöèé / Ïîä ðåä. À.À. Ñâåøíèêîâà.Ì.: Íàóêà, 1970.11. Òóòóáàëèí Â.Í. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ì.: Èçä�âî Ì�Ó, 1972.12. Ôåëëåð Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ. Ì.:Ìèð, 1984.13. Ëåâè Ï. Ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû è áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Ì.:Íàóêà, 1972.14. Øåðåòîâ Â.�., Ùåðáàêîâà Ñ.Þ. �îññèéñêîé ìàòåìàòèêå � òðèñòàëåò. Òâåðü: ÍÒÏ "Ôàêòîð", 2003.83



Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÒàáëèöà I. ÇÍÀ×ÅÍÈß ÔÓÍÊÖÈÈ ËÀÏËÀÑÀ
Φ(x) =

∫ x

0 e−u2/2 d u

x : 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

Φ(x) : 0.0000 0.0199 0.0398 0.0596 0.0793 0.0987 0.1179 0.1368 0.1554

x : 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85

Φ(x) : 0.1736 0.1915 0.2088 0.2257 0.2422 0.2580 0.2734 0.2881 0.3023

x : 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 1.25 1.30

Φ(x) : 0.3159 0.3289 0.3413 0.3531 0.3643 0.3749 0.3849 0.3944 0.4032

x : 1.35 1.40 1.45 1.50 1.55 1.60 1.65 1.70 1.75

Φ(x) : 0.4115 0.4192 0.4265 0.4332 0.4394 0.4452 0.4505 0.4554 0.4599

x : 1.80 1.85 1.90 1.95 2.00 2.20 2.40 2.70 3.00

Φ(x) : 0.4641 0.4678 0.4713 0.4744 0.4772 0.4861 0.4918 0.4965 0.4986Çàìå÷àíèå. Â òàáëèöå äàíû çíà÷åíèÿ �óíêöèè Ëàïëàñà äëÿ x ∈ [0, 3].Åñëè æå x < 0, òî ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé Φ(x) = 1 − Φ(−x).Òàáëèöà II. �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÑÒÜÞÄÅÍÒÀ (t = t(β, n))a) β = 0.95

n : 4 6 9 11 14 19 24 29 35 49 99

t : 2.78 2.45 2.26 2.20 2.15 2.09 2.06 2.045 2.030 2.007 1.982á) β = 0.98

n : 4 6 9 11 14 19 24 29 35 49 99

t : 3.75 3.14 2.82 2.71 2.62 2.54 2.49 2.46 2.44 2.40 2.364â) β = 0.99

n : 4 6 9 11 14 19 24 29 35 49 99

t : 4.60 3.71 3.25 3.11 2.98 2.86 2.78 2.76 2.73 2.67 2.6284



Çàìå÷àíèå. Çíà÷åíèÿ t äëÿ ñòåïåíåé ñâîáîäû n, íå óêàçàííûõ â òàá-ëèöå, ìîæíî íàõîäèòü ïóòåì èíòåðïîëÿöèè.Òàáëèöà III. χ2��ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÈ�ÑÎÍÀÈçáðàííûå çíà÷åíèÿ êâàíòèëåé x äëÿ χ2
n, îòâå÷àþùèõâåðîÿòíîñòè γ

(

P (χ2
n > x) = γ

)a) γ = 0.99

n : 5 9 11 14 17 19 24 29

x : 0.554 2.088 3.053 4.660 6.408 7.633 10.856 14.256á) γ = 0.98

n : 5 9 11 14 17 19 24 29

x : 0.752 2.532 3.609 5.368 7.255 8.567 11.992 15.574â) γ = 0.95

n : 5 9 11 14 17 19 24 29

x : 1.145 3.325 4.575 6.571 8.672 10.117 13.848 17.708ã) γ = 0.90

n : 5 9 11 14 17 19 24 29

x : 1.610 4.168 5.578 7.790 10.085 11.651 15.659 19.768ä) γ = 0.10

n : 5 9 11 14 17 19 24 29

x : 9.236 14.684 17.275 21.064 24.769 27.204 33.196 39.087å) γ = 0.05

n : 5 9 11 14 17 19 24 29

x : 11.070 16.919 19.675 23.685 27.587 30.144 36.415 42.557æ) γ = 0.02

n : 5 9 11 14 17 19 24 29

x : 13.388 19.679 22.618 26.873 30.995 33.687 40.270 46.693ç) γ = 0.01

n : 5 9 11 14 17 19 24 29

x : 15.086 21.666 24.725 29.141 33.409 36.191 42.980 49.58885
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